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Formas Diferenciales en R"
T1, ... ,Tn : R™ — R funciones coordenadas

dxy,...,dz, : R" = R funcionales lineales (1-formas)

Definicién: Una k-forma diferencial en X C R™ es una expresion

w = Z firroin dxiy Ao Adag,

11 <...<12 .
k producto exterior de 1-formas

Ejemplos:
e 0-formas: f: X CR"™ —= R funciones suaves
e 1-formas: fidxy+ ...+ fn dz,
e 2-formas: Z fij dxs Ndx;
i<j
e n-formas: f dxy A---Adxy,
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Derivada exterior:

n
0-forma: f: X CR" =R, df = Z % dz; (1-forma)
i=1

k-forma: w = Z firoisip ATy Ao ANdxy,

do =Y d(fi,...,) dwiy A+ Ndwg,  (k+ 1)-forma
Propiedades:
1. d(dw) = 0.

3. w=p-forma, n=g-forma = WwAn=(=1)PnAw.
En particular: dz; Adz; = —dx; A dx;.

Notacién: QF(X) = espacio vectorial de k-formas diferenciales en X.
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Ejemplo: X =R?3
Q°(R3) = { funciones suves f : R? — R } = C>°(R3)

QYR?) ={ fidz + fady + fsdz } = C=(R* R?)
D?(R3) ={ g1dy Ndz+ gadz Ndz + g3 dz A dy } = C(R3,R?)

D(R3) ={ fdx Ndy Ndz } = C®(R3)

QOR3) — L IR — 2R3 L 3(RY)

Coo R3 RS RS RS RS COO(RS)

f e QO(R3) df = 8L de+ 5L dy + 3L dz

Ejemplos
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Dualidad Cohomologia Hom y Ext
w= fide+ fody+ fsdz
of1 o1 5f1
+(%de +%d +% )/\dy
(gf% +%d +% )/\dz
_(9fs _0f Qé_@ﬁ o2
= (By P ) dyndz <8x dzAdx + 9

F=(f1,f fa)

VX F = (Oyfs — 0. fo)i— (0ufs — 0:f1)j + (Oufo — Oy f1)k

i 0§k
9, 9, o.
fi fo f3

Ejemplos

0fs 3f1)d Ady
Ay
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n=g1dyANdz + godx Ndz + gsdx Ady

_ g1 991 g1
dn = (8 dz —|—a dy +(‘3de ANdy N dz

992, 4 %d + %m) Adz A dx

(%
+ (aggd +%d +8ag‘3dz> Adz A dy
(691

8 )d ANdy Ndz

G = (91,92,93)

5 g1 0Og2  Ogs
V.= <8x+3y+0z

Ejemplos
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QO(R3) oy (R3) & e (R3) —>Q3 R3)

C(R3) —252 00 (R3, R3) —2 C°(R3, R3) 2> Co(R3)

e Vx(Vf)=0
dod=0 implica: .
e V- (VxF)=0

Cohomologia de De Rham: M variedad diferenciable

Lo () &

. 1
HgR (M) := kerd?/im d?

Ejemplos

A Qi) & e (M) s

Teorema (De Rham) Hpg(M) = Hg,.(M;R).
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Espacio Vectorial Dual
Definicién: Si V' es un espacio vectorial (dim. finita) sobre R
Vi i=L(V,R)={¢:V =R | ¢eslineal }

= espacio vectorial c/operaciones obvias

e Siey,..., e, base para V, se define la base dual para V*
. 1 i=j
e;(ej) = .
0 i#]

e Si v=aie1+...+ane, Yy @=be]+...+bye}

p(v) = Z bi - a; € (e;)

= a1b1 +... +apb,
= (v, p) iNotacién!

Ejemplos
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eSi T:V—W transf. lineal

definimos una transf. lineal: T
V—Ww
T W* — V* \ i«ﬂ
Top
p — ol R
y se cumple:

(v, T%¢) =(Tv, ¢).

Definicién: T* es la transformacién dual de T (o el adjunto de T').

Ejemplos
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Cohomologia Singular

Definicién: Cocadenas singulares de X
SUX) = Hom(S,(X),Z) = S,(X)*

o 2€ 85,(X), c¢:S5(X)—=Z (z, ¢y = valor del hom. cen z
<Zl + 22, cC > <Zl7c> + <ZQvC>

(z,c1+c2) = (z,¢1) + (2, ¢2)

(o

az,¢) = alz,0) = (z,ac)
e ( , ):8,(X)xS89X)—Z bilineal.
e Toda cocadena ¢ € S9(X) estd determinada por sus valores en los

g-simplejos de X.
= SIUX) = H Z (producto directo)

g-simplejos
de X
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Operador cofrontera: 87 =(9y)* : ST1(X) = S9(X)
aq : Sq(X) — Sqfl(X)
(z,0%) = (042, ¢)

o S (X) 2 S (X)) 25 8,1 (X) o 2 Se(X) > 0

§at1 st

e ST 2 9(x) 2 §TH(X) L+ S0(X) 0

5§91t 659 =0 = im(67) C ker(679Th)

Definicién: g-ésimo grupo de cohomologia de X

q+1 q i
H(X) = ker ¢ Z1(X) cociclos

im ¢  Be(X) cofronteras

Ejemplos
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Funtorialidad: Si f: X — Y es un mapeo
Hom. inducido en cadenas: Sq(f) 1 Sq(X) = Sq(Y)

Hom. dual en cocadenas: Sa(f): SUY) — SIUX)

S4(f) manda: cociclos en  cociclos 'y
cofronteras en cofronteras

e induce un homomorfismo

£ HYY) = HY(X)

e Si (X, A) es un par topoldgico: H,(X,A)=H, ( 5 () )

S.(X)
S

*(A)—>0

0— S«(A) = S (X) —
Aplicando Hom( — ,7Z) :

0+ S*(A) «+ S*(X) < Hom (2((}2)), Z) 0



Cohomologia

Complejo de cocadenas:

e ST(X A) S i, A) L sl (x, A)

Definicién: g-ésimo grupo de cohomologia de (X, A)

ker 911

im 69

HY(X, A) =

La S.E.C. de complejos de cocadenas

0+ S*(A) « S"(X)« S*(X,A) <0

induce una S.E.L. en cohomologia:

a*

0— H(X,A) - HY(X) - H°(A) & HYX,A) - H'(X) — ...
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Propiedades de la Cohomologia
1. Contravariante: f: X =Y = f*:HYY)— HY(X)
2. Morfismo de conexién es natural ¢/r a mapeos de pares:

HI(A) —% Ha+1(X, A)
f:(X,4) = (V. B) FT Tf*

HY(B) —%~ Ha+1(Y, B)
3. S.E.L. en cohomologia del par (X, A):
0— HO(X,A) —» HO(X) — H(A) 5 HY(X,A) —» HY(X) > ...
4. Invarianza homotépica: f,g: X =Y

f~g = [T=g":H(Y)—> HI(X)
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5. Excisiéon: UCA = HYX,A) — HI(X-UA-U).
6. Si X = {zo} entonces

qg=0
q > 0.

H({o)) = {f

Las propiedades 1 - 6 son los axiomas de Eilenberg-Steenrod.

7. Cohomologia reducida: ¢: X — {xy} mapeo constante
c*: H({xo}) — H°(X) hom. inducido

HY(X) := coker(c*) = H°(X)/im(c*) = H(X)/Z (diagonal)

Para (X, A) pareja de espacios, A # & ponemos:

H(X,A):= H'(X, A).
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8. S.E.L. delaterna (X,Y,A) con ACY CX

.o HYX,Y) - HIY(X, A) — HY(Y, A) %5 HYY(X,Y) — .

9. Sucesién exacta de Mayer-Vietoris

Un
V

V—— Mismas hipétesis en H,

X=UUV

e

-

Ejemplos

.= HYX) = HI(U)QHY (V) — H(UNV) = HITY(X) — ...

10. Sucesién de Mayer-Vietoris en H* reducida.

11, X ~ x Hi(X)=0 Vg>0.

I
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Cohomologia de Complejos Celulares

e SE.L. del par
(D", 871 = d*:HIS™) S HOPY(DR, S

HI(S™) = {Z =n

0  otro caso.

eSi Z=YUse" con f: S"1 Y mapeo de pegado,
1. j*:HY(Z) S HIY) si q#n, n—1
2. Hn_l(Z) — ker(f*) f* . Hn—l(y) — Hn—l(sn—l)

3. Se tiene una S.E.C.

0 — coker(f*) - H"(Z) - H"(Y) =0
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Ejemplo: RP? =% Uel U e?

=St Uy e? f:8' = S'  mapeo de grado 2

FrHY(SY) 22 HY(SY)

e HY(RP?) =7

o H'(RP?) = ker(f*) =0

0 — coker(f*) — H*(RP?) — H?(S') = 0

H?(RP?) = coker(f*) = 7/2.

Ejemplos
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Relacién entre Homologia y Cohomologia

Existe un homomorfismo canénico:

a: HI(X) — Hy(X)" = Hom(H,(X),Z)

[c] — (=3¢)

a([c]) : Hy(X) — Z
[2] = (z:¢)
Observacién: En general o : HY(X) — Hy(X)* no es isomorfismo.
Ejemplo: X = RP?

Y/ q=0 Z q=
H,(RP*)={7Z/2 q=1 HIRPH) =0 ¢=1
0 g=2 7)2 q=2
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El funtor Hom

Definicién: Si A y G son grupos abelianos
Hom(A,G):={¢:A— G | ¢ es homomorfismo }

= grupo abeliano con la suma

eSi h:A— A" homomorfismo

Al
N
h* . Hom(A',G) — Hom(A,G) e &
¢ +— @oh
e Hom(—,G): AB— AB funtor contravariante

A — Hom(A,QG)
h — h*
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Propiedades de Hom

1. Hom(—,G) es exacto por laizq.: Si A" —-A—> A" =0 es
exacta, al aplicar Hom(—, G) se obtiene una sucesién exacta

0 — Hom(A",G) — Hom(A,G) — Hom(A',G)

Ejemplo: Consideremos la SEC. 0—Z BN IR Q/Z—-0 vy
apliquemos Hom(—,Z) :

0 — Hom(Q/Z,Z) = Hom(Q,Z) - Hom(Z,Z)

0 Z

2. Hom(Z,Q) = @G.
3. Hom(Z/m,G) =2 Gm|={zx € G| m- -z =0}
4. Hom(Z/m,Z/n) =2 Z/d con d=m.cd.(m,n)

5. Hom(éAi,G) = E”éHom(Ai,G) Hom(A, éGj) = EnBHom(A, Gj)
i=1 i=1 =

Jj=1 Jj=1

1=
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Teorema:
Si A = gpo. abeliano f.g. entonces AXZF@Z/mi @ ... D Z/my

con  my|mal|--- | my.

Corolario: A, B grupos abelianos f. g. =  Hom(A, B) es calculable.

El funtor Ext

Si A gpo. abeliano, ponemos A =F/R con F gpo. ab. libre
ysetieneunaSEC. 0 RS F 5 A0

Aplicando Hom(—,G) :
0 — Hom(A,QG) -, Hom(F,QG) N Hom(R, Q)
Definicién: Ext(A, G) = coker(i*) = Hom (R, G)/im(:*)

Ezt(A,G) mide la falla en la exactitud de Hom(—, G).
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Propiedades de Ext
1. Si 0-A -A— A" -0 esunaS.E.C, setiene una suc. exacta
0 — Hom(A",G) — Hom(A,G) — Hom(A',G) —

— Ext(A”,G) — Ext(A,G) — Ext(A',G) - 0

2.S1 0-G —-G—G"—0 esunaS.E.C, setiene una suc. exacta
0 — Hom(A,G') — Hom(A,G) — Hom(A,G") —
— Ext(A,G') = Ext(A,G) — Ext(A,G") =0
3. Si F es un grupo abeliano libre  Ext(F,G) = 0.

4. Si D es divisible  Ezt(A,D) =0.

Definicién: Un grupo abeliano G es divisible siVx € Gy n € N
existe y € G tal que n -y = x.

Ejemplos: Q, R, C, S', Q/Z, R/Z.
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J

5. Ezt(PA:,G) 2 ][ Ext(As,G) Ezt(A,T]G;) 2 [[Ezt(A, Gj)
i i J

6. Ext(Z/m,G) = G/mG.

7. En general Ext(A,G) # Ext(G,A) (contrario a @ y Tor)

Por ejemplo: Ext(Z/m,Z) =7Z/m # 0 = Ext(Z,Z/m).

(a) Ezt(A,G) no depende de la representacion A = F//R como cociente
de un gpo. libre abeliano por un subgrupo.

(b) En general, si R es un anilloy M, N R-modulos, se definen Extiz(M, N)
Vi > 0. Cuando R = Z (caso de grupos abelianos):

Hom(M,N) i=0
Exty,(M,N) = { Ext(M,N) i=1
0 i>2.
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Cohomologia con coeficientes (en un gpo. abeliano)
Si X es un espacio topoldgico
S G (X) 2 L 5h(X) — 0
Aplicando Hom(—,G) :

sat1

2 Hom(S,(X), Q) <L Hom(So(X), G) «— 0

Definicién: Cohomologia de X con coeficientes en G

HY(X;G):= H1( Hom(S«(X), Q) )

Caso: G=7Z = H*(X;Z)=H*(X) gpos. cohomologia usuales.



Hom y Ext

Teorema (Coeficientes universales para H*)

Para todo espacio X, gpo. abeliano G y ¢ >0 existe una S.E.C.

0 — Bxt(H, 1(X),G) — HI(X;G) 2 Hom(H,(X),G) — 0
que se escinde. Por tanto:

HY(X;G) = Hom(Hy(X),G) & Ext(H, 1(X),G)

Caso G =7

HY(X) = Hom(H,(X),Z) ® Ezt(H, 1(X),7Z)
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Ejemplos

1. El “wedge” de r circulos G, =/, S*

7 qg=20
HYG,)=K7Z" q=1
0 q>1.

2. Superficie compacta, orientable, de género g

/ q=0
729 g=1
Hq(Sg): 7, q=2
0 q> 2.

3. Espacio proyectivo complejo de de dim n

<
HY(CP™) = {Z g par=mn

0  otro caso.

Ejemplos
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4. Superficie compacta, no orientable N, = RP?*# ... #RP?

/ q=0
h—1 -1
Ny z) = Z e
Z/2 q=2
0 q> 2.
7/2 g=0
Z/2)h g =
iz = { 2=
7)2 q=2
0 q > 2.

5. El espacio proyectivo real de dim n. (coefs. méd 2)

Z/2 q=0,...,n

HY(RP™2/2) = {0 otro caso
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El Anillo de Cohomologia

Si R es un anillo conmutativo con 1, H*(X;R) = @;-, H(X; R)
tiene estructura de anillo graduado via el producto cup:
U: H?(X;R) x HY(X; R) — H"T1(X; R)

que satisface: Uy = (-1)PyUx Vze€ HP(X;R), y€ HY(X;R)
y 1€ HY(X;R).

Ejemplos:
1. H*(S*™1,7) = A(2), |z| = 2n + 1.
2 H(S" D =L/, =20
3. H (RP™Z2) & Zalal/(a™), o] = 1.
4. H*(CP™Z) = Z[y)/(y"*), lyl = 2.
5. H*(U(n ) Z) = N(ei,¢3,. 0y Con—1) lei| = i.

1y 5 son algebra exteriores, 2, 3 y 4 son algebras de polinomios
truncadas. U(n) es el gpo. topoldgico de matrices unitarias n X n.
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