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Grupos de Lie
Definicién: Un grupo es un conjunto G con una operacién
GxG—G
(g:h) —=g-h

que es asociativa, posee elemento identidad 1 € G y tiene inversos.

Grupo G equipado con
e una topologia y

e estructura de variedad diferenciable

Ejemplo: El grupo general lineal

GLn(R) ={A € Mp(R) | det(A) # 0}

C M,(R) = R™’ (como espacios vectoriales)

e GL,(R) es abierto en M, (R).



Ejemplo: El grupo ortogonal

O(n)={A e M,(R) | A-A* =1,}

e AcO(n) <« filasde A forman una base o.n. de R"
columnas de A forman base o.n. de R"

(3

A:R"™ — R™ preserva normas, i.e.
[Az| = [lz]| VzeR"

< A preserva productos internos

(Az, Ay) = (z,y) Va,y eR"

¢

e AcO(n) = det(A) ==+l

e O(n) tiene dos componentes conexas (rotaciones y reflexiones).

Proposicién: El grupo ortogonal O(n) es un grupo de Lie compacto,
de dimensién n(n —1)/2.



Ejemplo: El grupo ortogonal especial
SO(n) ={A € O(n) | det(A) =1}

= grupo de rotaciones de R"
Cason =2:
cosf —send
50(2) = {(sen@ cos 6 ) ' OSGSQW}

{e? | 0<6<2r} = T
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Caso n = 3: Todo elemento de SO(3) estd dado por un eje de rotacidn
en R3 (dirigido) y un dngulo —7 < 6 < 7.
0=0e

Espacio de todas las rotaciones:

SO(3) ~ B(0: 71')/ fwig’_
VoedB

0

rolation axis

= RP? espacio proyectivo real, dim 3

Por lo tanto SO(3) no es simplemente conexo.  7.50(3) = Z/2



Ejemplo: El grupo de isometrias de R?

Definicion: Una isometria de R? es una funcién f:R3 — R? tal que

If(@) = fWll =llz—yll  Va,yeR®

B3y = {f:R* = R? | fesunaisometria}

grupo bajo composicién de funciones

e Toda f € F5 esde laforma  f(z)=Axz+b con A€ O(3)y
be RS
o Sif,ge E3 fl@)=Az+b
g(l’) :A2I+b2

= (fog)(z) = (A1A2)x + (A1bs + b1)

e [3 es un producto semidirecto: E3 = O(3) x R3



Observacién: Toda f € E3 delaforma f(x) = Ax +b se puede
representar por una matriz de 4 x 4:

b

_ A b
f77£
00 01

se tiene

(fog)|:1%151:||:14212:||:A1A2A152+81:|

0 | 0o | 1

Luego FE3 es un subgrupo de GL4(R).



Andlogos complejos

. Grupo general lineal:  GL,(C) = {A € M,(C) | det(A) # 0}
. Grupo especial lineal:  SL,(C) = {4 € M,(C) | det(4) =1}

. Grupo unitario: Un)={Ae M,(C) | A-A*=1,}

e El grupo unitario U(n) es un grupo de Lie compacto,

conexo, de dimensién nZ2.

e AcU(n) = |det(4)=1

. El grupo unitario especial:  SU(n) ={A € U(n) | det(4) =1}

det

Observacién: Sucesién exacta corta 1 — SU(n) - U(n) — T — 1



Grupos de Matrices

Definicién: Un grupo de matrices es un subgrupo cerrado de GL,(R).
e Todo grupo de matrices es un grupo de Lie.
e No todo grupo de Lie es un grupo de matrices.

e Todo gpo. de Lie es localmente isomorfo a un gpo. de matrices.

Definicién: Dos grupos (G1 y G5 son localmente isomorfos si existe un
homeomorfismo f:U; — Uy entre vecindades de los eltos. identidad
de los respectivos grupos, tales que f(zy) = f(z)f(y).

R y T son localmente isomorfos

-3 -2 -1 0 1 2 3 e p:R T
+H— o+
v, v, v_, v, lp v, v, v, ° p(x) :eQTriw
v e p(z+y) =p(x) p(y)

1 Si |z <1 peshomeo.



El grupo de Heisenberg

Consideremos los sigs. subconjuntos de GL3(R):

1 a
N = 0 1 ] a,b,c e R
0
n
0
1

_ o0

0
10

Z=<q(0 1 | nez
0 0

Entonces:
e N es subgrupo de GL3(R) y Z es subgrupo normal de N.
e El cociente H3 = N/Z es un grupo de Lie.

e H3 no es un grupo de matrices, i.e. H3 € GL,(R).

Ver: - G. Moreno, M.A. Torres; Grupos de Lie que no son grupos de matrices.
Morfismos Vol. 1, no. 1, pp 27-33.

- G. Segal; Lie Groups (Capitulo 6)



Observacién: El grupo Hj se puede ver como grupo de transformaciones
lineales en dimensidn infinita.

Consideremos el espacio de Hilbert:

LZ(R):{f:R—MC | /

— 00

oo

) do < o0 |

y sean
T., My, U, : L*(R) — L*(R)

los operadores:

(Taf)(x) = f(z —a)

M, = multiplicacién por e2™*

U. = multiplicacién por €27

Entonces los operadores de la forma T, o MyoU,. con a,b,c € R,
forman un grupo isomorfo a Hj.



Grupos de Lie en dims. bajas
Grupos de Lie (conexos) de dim. 1:

R y T =R/27Z

Grupos de Lie (conexos, no abelianos) de dim. 2:

AR ={f:R—>R | f(z)=ax+b, a>0}

= transf. afines de R (preservan orientacién)

Grupos de Lie de dim. 3:
e SO(3)
o SLy(R)={A € Mx(R) | det(A4) =1}
o [ =0(2) x R?

e N = matrices de la forma

SO =
O = Q
— o0



