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Complexificacion en un Espacio Vectorial

Dado V un espacio vectorial real, se construye el espacio
V=V (20 C,
donde los elementos de V- se escriben como

Vv=1vwi+i®w
V=Vvi+iv

y equipado con la multiplicacién escalar compleja
a(v®B) =ve(ap), a,feC
Existe un mapeo de conjugacion o : Vo — V¢ el cual es una involucion (o2 = id).

Ademas se cumple Ve = V@iV
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Proposicion

Si V es un espacio lineal real, W es un espacio lineal compleja,y T : V — W es
una transformacion R-lineal, entonces T se extiende unicamente a un transformacion
C-lineal T¢ : Vo — W.

Existe una correspondencia entre
HomR( V7 W) = Homc( V ®r C, W)
Si ¢ € Homg(V, W)y ® € Homc(V ®r C, W), la correspondencia explicita es

p(v) =d(ve1) AeCveV
O\ ® V) = Ad(V)
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Repaso de algebras de Lie

Una algebra de Lie g es un espacio vectorial con un mapeo lineal [-,] : g x g —> g, el
cual es una operacién anti-simétrica y cumple con la identidad de Jacobi.

Dado un grupo de Lie, los vectores tangentes invariantes por la izquierda forman una
algebra de Lie, o equivalentemente TG tiene estructura de una algebra de Lie.

Ejemplos

En el caso G = GIh(R), se cumple que los elementos de su espacio tangente TeG
pertenecen R™ " = Mp(R). Entonces gl,(R) = Mp(R)
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Si G = Op, consideremos una curva suave A(t) = R — Op tal que A(0) =1,
recordando A(H)A(H)T = 1.

AMADT + ADA N =0 @
como X = A’(0) es un vector tangente, se cumple
X+xT=0 3)
Si G = Un, analogamente se considera una curva suave A(t) = R — Up tal que

A(0) = 1, entonces
X+xt=0 (4)

Sin embargo este es espacio vectorial bajo los reales, ya que se tiene

(A+iB)f = —-A+iB
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Sea g el algebra de Lie real de un grupo real Gy sea gc = g ® C una algebra de Lie

compleja. La complexificacion del grupo G es un grupo de Lie complejo G¢ que
contiene a G como un subgrupo de Lie tal que gc¢ de isomorfo al algebra de Lie de Gc.

A g de G es una forma real de la algebra de Lie Gc.

Proposicion

Si g es un algebra de Lie real, i es un algebra de Lie compleja, y«:g — h esun
homomorfismo de algebras de Lie, entonces = se extiende unicamente a un
homomorfismo de algebras de Lie compleja wc : gc — b.

Homg(g, h) = Homc (g ®r C, h)
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Proposicion

Si g es una forma real de una algebra de Lie complejah conh = g @ ig, entonces
h=gc

Es equivalente si f : ¢ — b un homomorfismo inyectivo, tal que h = f(g) @ if(g),
entonces existe isomorfismo f¢ : gc — b.

Sifc(X+1iY) =0, X,Y € g, se sigue f(X) +if(Y) =0y f(X) =f(Y) =0,como f es
inyectiva entonces fc es inyectiva.

La suprayectividad surge por que f(g) expande a b, entonces fc es un isomorfismo.
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> El ejemplo mas sencillo es tomar el algebra g = gl,(R), entonces su
complexificacién es gc = gl,(C).

> La complexificacién de slh(R) es slp(C).

> Sea g = op(R). Entonces gc = on(C), es el algebra de matrices complejas

antisimetricas, ya que
C=A+iB,

donde A, B € on(R).
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Complexificaion de U,

Sea g = u(n), resulta que u, puede encajarse dentro de gl,(C). Esto implica iun se
convierta en el conjunto de matrices Hemitianas. Como las matrices complejas
pueden descomponerse como una suma de matrices Hermitianas y anti-Hermitianas,
se cumple

un @ iup = glp(C). 5)

Entonces se cumple
gc = un ® C = g[,(C)

Ejemplo

El algebra de Lie de U; esta formado por las matrices de la forma i(a) con a € R, tal
que uy = iR. Entonces la complexificacion de u4 es

u(C) =iR®C=C=g,(C)
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El algebra de funciones representativas C44(Un) en U, es precisamente el dlgebra

Clay, A~] de funciones polinomiales en el grupo algebraico GLn(C), donde
A = det(aj)

> El espacio de funciones representativas Cy(Un) son polinomios en a; y &;

> g = % [Adj(A)];, con A = det(A)

Proposicion
Cada representacion de Uy, es la restriccion de una unica representacion holomorfica
de GLn(C).
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Observaciones

> No toda funcién continua en U, puede extenderse a una funcién holomorfa en
GLn(C), pero el conjunto de las funciones que si se extienden son densas en
C(Un).

> Para las representaciones estandar V = C" de Uy , la representacion conjugada

V es isomorfo a la representacién dual V*. Sin embargo V* es holomorfay V
no.
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Sea K un grupo de Lie conexo. Una complexificacién de K consiste de un grupo
complejo G con un homomorfismo de grupos de Lie, i : K — G, tal que si

f: K — H es un homomorfismo de grupos dentro del grupo complejo H, existe una
unica extension holomorfa F : K — Htalque f = Fo .

K—'—a
\/
H
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Teorema

Sea K un grupo de Lie conexo y compacto. Entonces para K existe una
complexificaciéon i : K — G con G un grupo de Lie complejo , tal que el algebra de
Lie de G es la complexificacion del algebra de Lie de K. Cualquier representacion de
K puede ser extendido a una representacion holomorfa de G

> Por el teorema de Peter-Weyl se tiene que K is isomorfo a un subgrupo de Up.

> Existe un homomorfismo de algebras de Lie de ¢ — g[,(C), donde ¢ es el
algebra de lie de K.

> ¢ se puede extender a un homomorfismo de algebras de lie complejas
é(C — g[n(c)

Ahora sea P = {eX | X € £} y sea P’ el conjunto de matrices Hermitianas definidas
positivas, esto implica que existe un homeomorfismo P’ x Up — GLp(C).
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Por otro lado i€ es un subespacio matrices Hermitianas, esto implica que P ¢ P’ como
un subespacio cerrado.

Asisea G = P x K, el cual es un subgrupo de GIn(C), de tal manera que el algebra de
Lie de G se descompone como ¢ & it.

Ahora sea f : K — H un homomorfismo de grupos Lie, induce un mapeo entre las

algebras de Lie de ¢y h. Por tanto existe una Unica extension fc = Lie(G) — H. Esto
homomorfismo de algebras induce un homomorfismo entre grupos de Lie F : G — H
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Propiedad universal

Propiedad Universal del Producto Tensorial

Sea R un anillo conmutativo, tal que M, N y P son R-médulosyp : M x N — P es un
mapeo bilineal, existe un unico homomorfismo F : M® N — P talque p = F o ®.

M><N—>M®N

N/
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e Un objeto inicial en una categoria es un objeto xp € C tal que cualquier objeto x € C,
existe solamente un morfismo xg — Xx.
e Un objeto terminal en una categoria es un objeto xo, € C tal que cualquier objeto

X € C, existe solamente un morfismo x — Xoo

X0

y y

Teorema

Para cualquiera 2 objetos iniciales (terminales) de alguna categoria, estos 2 son

isomorfos.
f fo
Xo —— % X Xo——9 s x
idx
X{ ———— Xp 0
g
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Teorema

El producto tensorial M ®g N, es determinado hasta un isomorfismos por la propiedad
universal

> Sea C una categoria formada por pares (P, p), donde P es un R-médulo y
mapeo p: M x N — P es bilineal.

> Entonces un morfismo entre 2 objetos X = (P, p) y (Q, q) es homomorfismo
f:P— Qtalqueg="fop.

Esto significa que ® es un objeto inicial de esta categoria y esta determinado hasta un
isomorfismo.

En general una propiedad universal es una caracterizacion de un objeto matematico
que puede ser asociado con un objeto inicial o terminal de alguna categoria..

Moisés Alfonso Espinosa Avanzados del IPN, Laboratorio Compacto 18/20



Complexificacion de un grupo compacto
00000080

Sea K un grupo de Lie conexo. Una complexificacién de K consiste de un grupo
complejo G con un homomorfismo de grupos de Lie, i : K — G, tal que si

f: K — H es un homomorfismo de grupos dentro del grupo complejo H, existe una
unica extension holomorfa F : K — Htal que f = F o i y G esta caracterizado hasta

un isomorfismo.
K—' s
H
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