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Un recubrimiento de espacio topológicos X,Y es un función
continua

p : X −→ Y

tal que para cada punto de y ∈ Y existe un abierto y ∈ U que
cumple que

p−1(U) =
⊔
i Vi con Vi abierto en X

p|Vi : Vi −→ U es un homeomorfismo
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El anillo de los cuaternios H 5

H = R4, con la base canónica 1, i, j, k.
El producto satisface las identidades i2 = j2 = k2 = −1

i

��
j KKk

oo

q = a+ bi+ cj + dk |q1q2| = |q1||q2|
q = a− bi− cj − dk qq = |q|2
|q| =

√
a2 + b2 + c2 + d2 q 6= 0 q−1 = q

|q|2

S3 = {q ∈ H | |q| = 1} ⊂ R4
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La esfera cubre al plano proyectivo 7

SU2 = {A ∈M2C |AĀt = id2 y det(A) = 1}

SO3 = {A ∈M3R |AAt = id3 y det(A) = 1}

SU2
//

∼=

��

SO3

∼=

��
S3 // RP 3



La esfera cubre al plano proyectivo 8

SU2 = {A ∈M2C |AĀt = id2 y det(A) = 1}

SO3 = {A ∈M3R |AAt = id3 y det(A) = 1}



SO3



SU2



SU2 11

A ∈ SU2 ⇐⇒A =

(
a b
−b̄ ā

)
con a, b ∈ C y |a|2 + |b|2 = 1

SU2 −→S3 = {q ∈ H | |q| = 1}

(
a b
−b̄ ā

)
7−→a+ bj

(
i 0
0 −i

)
←→ i

(
0 1
−1 0

)
←→ j

(
0 i
i −0

)
←→ j



Rotaciones o {q ∈ H | ‖q‖ = 1}y R3
12

q ∈ H, q = q0 + ~q con q0 ∈ R y ~q ∈ R3

qh = q0h0− < ~q,~h > +q0~h+ h0~q + ~q × ~h

Dado q = cosθ + usenθ con u ∈ R3, ‖u‖ = 1 y v = 0 + ~v

Rq(v) = qvq−1 ∈ R3

es una rotación con eje u y ángulo de giro 2θ

R : SU2 −→SO3

q 7−→Rq



Rq(v) 13



Un recubrimiento 2-1 14

Sea q ∈ H, entonces

Rq(v) = qvq−1 = (−q)v(−q)−1 = R−q(v)∀v ∈ R3

Rq = R−q

Levantamiento de lazos:

α : I −→ SO3 α(t) = Rcos(πt)+usen(πt)

es un lazo con punto base idR3

ᾱ : I −→ SU2 α(t) = cos(πt) + usen(πt)

es un camino entre 1 y −1 video1 video2

https://www.youtube.com/watch?v=ICEIgznuHmg
https://www.youtube.com/watch?v=JaIR-cWk_-o


Doble cubierta de SO4 15

R : SU2 × SU2 −→SO4

(q, h) 7−→Rq,h Rq,h(v) = qvh−1

Rq,h = R−q,−h



Doble cubierta del grupo de Lorentz 16

SO1,3 = {A ∈ GL4R|A preserva la forma cuadrática t2−x2− y2− z2}

El grupo de Lorentz (grupo de Lorenzt reducido) es

SO+
1,3 = {A ∈ SO1,3 |A preserva la orientación del espacio y la dirección del tiempo}

T : SL2C −→SO+
1,3

g 7−→Tg

(t, x, y, z)↔
( x+t y+iz
y−iz x−t

)
= A ∈M2C. Entonces Tg(A) = gAḡt



Caso real 17

Poniendo z = 0 y cambiando C por R obtenemos

T : SL2R −→ SO+
1,2

Identificmos R3 con las matrices simétricas 2× 2

(t, x, y)↔
( x+t y

y x−t
)

= A Tg(A) = gAgt



Π : SO4 −→ SO3 × SO3

SO4 = SU2 × SU2/{±(id, id)}

Πg1,g2(v1, v2) = (g1v1g
−1
1 , g2v2g

−1
1 )



Otra forma de pensar al grupo de Lorentz 19

Consideremos a la esfera S2 que se proyecta sobre C mediante
la proyección esteográfica:

S2 = C ∪ {∞}



Una transformación de Möbius tiene la forma

g : C −→C

z 7−→az + b

cz + d

Cualquier biholomorfismo de S2 = C ∪ {∞} es una
transformación de Möbius g(z) = az+b

cz+d tal que ad− cd = 1

SL2C −→M1(
a b
c d

)
7−→z 7→ az + b

cz + d

M1
∼= SL2C/{id,−id} ∼= SO+

1,3
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Isometŕıas hiperbólicas 22

SL2R = {A ∈ GL2R | det(A) = 1}

SU1,1 = {A ∈ GL2C |A =

(
a b
b̄ ā

)
y |a| − |b| = 1}

SL2R� r

$$
∼=

��

Gl2C

SU1,1

, �

::

g =

(
1 −i
1 i

)



SL2R es el grupo transformaciones de Möbius que preservan el
semiplano superior H = {z ∈ C | im(z) > 0} .

SU1,1 es el grupo transformaciones de Möbius que preservan el
disco D = {z ∈ C | |z| < 1}.

f : H −→D

z 7−→z − i
z + i



Clasificación de elementos 24

Los autovalores de los elementos de A ∈ SL2R satisfacen la
ecuación

λ2 − tr(A)λ+ 1 = 0

y por lo tanto se obtienen mediante

λ =
tr(A)±

√
tr(a)2 − 4

2

Si |tr(A)| > 2, entonces A se llama hiperbólica y es
conjugada a

(
x 0
0 x−1

)
con x ∈ R∗

Si |tr(A)| < 2, entonces A se llama eĺıptica y es conjugada
a
(
eiα 0
0 e−iα

)
con α ∈ R

Si |tr(A)| = 2, entonces A se llama parabólica y es
conjugada a ±

(
1 1
0 1

)





Subgrupos 1-paramétricos 26

SU1,1 −→S1 ×D(
a b
b̄ ā

)
7−→(

a

|a|
,
b

a
)

A-unión de subgrupos
isomorfos a S1. Eĺıpticos

B-unión de subgrupos
isomorfos a R. tr(A) ≥ 2

C-elementos de tr(a) <
−2



Cubierta universal 27

R×D −→ S1 ×D ∼= SL2R

R×D no es un grupo de matrices.
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