
Espacios homogéneos



Definición
Decimos que un grupo G (topológico) actúa en un conjunto (espacio) X

si existe una función (continua)
G × X −→ X

(g , x) 7−→ g · x

1. 1 · x = x ∀x ∈ X.

2. (gh) · x = g · (h · x) ∀g , h ∈ G y x ∈ X.

Dada G y X definimos una R.E. sobre X :

x ∼ y ⇐⇒ ∃ g ∈ G : x = g · y

Denotamos

• G · x := {g · x : g ∈ G} ⊆ X para x ∈ X (Órbita de x).

• Stab(x) := {g ∈ G : g · x = x} < G para x ∈ X.

• G y X es transitiva si ∃ x0 ∈ X tal que G · x0 = X.



Observación
G y X es transitiva ⇐⇒ ∀x , y ∈ X existe g ∈ G tal que x = g · y.

Definición
Los espacios en los cuales un grupo topológico actúa
transitivamente son conocidos como espacios homogéneos.

Observación
Supongamos que G y X transitivamente. Sean x , y ∈ X, entonces
x = g · y para algún g ∈ G.

Lg : X
≈−→ X

t 7−→ g · t

Aśı cualquier propiedad de un punto de X es independiente del
punto.



La esfera unitaria Sn−1

Ejemplo

O(n)× Sn−1 −→ Sn−1

(A, x) −→ Ax

• ||Ax || = ||x || = 1 ∀x ∈ Sn−1 y A ∈ O(n).

• I · x = x ∀x ∈ Sn−1.

• A · (B · x) = (AB) · x ∀x ∈ Sn−1 y A,B ∈ O(n).

Sea x ∈ Sn−1. Completamos a una base o.n. {x , v2, . . . , vn} para
Rn. Definimos

B :=
(
x v2 · · · vn

)
∈ O(n), Be1 = x

∴ Sn−1 = O(n) · e1

∴ Sn−1 es un espacio homogéneo.



El semiplano superior
Ejemplo
Sea H = {z ∈ C : Im(z) > 0}

SL2(R)×H −→ H,
((

a b
c d

)
, z

)
7−→ az + b

cz + d

•
Im

(
az + b

cz + d

)
=

1

2i

(
az + b

cz + d
− az + b

cz + d

)
=

ad − bc

|cz + d |2
· z − z

2i
=

1

|cz + d |2
Im(z) > 0

• Sea ω = α + iβ ∈ H(√
β α√

β

0 1√
β

)
· i =

i
√
β + α√

β

1√
β

= ω

∴ H = SL2(R) · i
∴ H es un espacio homogéneo.



Matrices simétricas positivas

Ejemplo

Sea P := {P ∈ Mn(R) : P = Pt , 〈Px , x〉 > 0 ∀x ∈ Rn \ {0}}

GLn(R)× P −→ P
(A,P) 7−→ APAt

• I · P = P ∀ P ∈ P.

• A · (B ·P) = A ·BPBt = A(BPBt)At = (AB)P(AB)t = AB ·P
∀A,B ∈ GLn(R) y P ∈ P.

• Notemos que 〈APAtx , x〉 = 〈PAtx ,Atx〉 > 0 ∀x ∈ Rn \ {0} y
P ∈ P.



Matrices simétricas positivas

Ejemplo
Sea P := {P ∈ Mn(R) : P = P t , 〈Px , x〉 > 0 ∀x ∈ Rn \ {0}}

GLn(R)× P −→ P
(A,P) 7−→ APAt

Sea P ∈ P y λ < 0. Entonces

||(P − λI )x ||2 = ||Px ||2 − 2λ〈Px , x〉+ λ2||x ||2 ≥ λ2||x ||2.

=⇒ P − λI : Rn −→ Rn es 1-1, luego invertible. Aśı σ(P) ⊂ (0,∞).
Ahora sea Q ∈ GLn(R) tal que P = QDQt , donde D = diag{λ1, . . . , λn}.

Observemos que D =

λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

 =


√
λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · ·
√
λn


2

=⇒ P = SS t = S · I con S = Qdiag{
√
λ1, . . . ,

√
λn} ∈ GLn(R).

∴ P = GLn(R) · I
∴ P es un espacio homogéneo.



Grassmanniana de k-planos en Rn

Ejemplo
Definimos a la Grassmanniana Grk(Rn) := {V 6 Rn : dim(V ) = k}.

GLn(R)× Grk(Rn) −→ Grk(Rn)

(A,L(v1, . . . , vk)) 7−→ L(Av1, . . . ,Avk)

Sean V = L(v1, . . . , vk),W = L(w1, . . . ,wk) ∈ Grk(Rn). Extendemos a
bases de Rn

β = {v1, . . . , vk , v
′
k+1, . . . , v

′
n}, γ = {w1, . . . ,wk ,w

′
k+1, . . . ,w

′
n} ⊂ Rn

Sea T : Rn
∼=−→ Rn transformación lineal tal que T (vi ) = wi y

T (v ′j ) = w ′j , entonces [T ]α · L(v1, . . . , vk) = L(w1, . . . ,wk), donde
α = {e1, . . . , en}.
∴ Grk(Rn) es un espacio homogéneo.



Ret́ıculas unimodulares

Ejemplo
Sea L1 := {G < R2 : G ∼= Z2〈v ,w〉, Área(P(v ,w)) = 1}

SL2(R)× L1 −→ L1

(A, 〈v ,w〉) 7−→ 〈Av ,Aw〉

•
Área(P(Av ,Aw)) = ||Av × Aw ||

= |det(A)| ||v × w || = Área(P(v ,w)) = 1

• I · 〈v ,w〉 = 〈v ,w〉
• AB · 〈v ,w〉 = A · B · 〈v ,w〉



Ret́ıculas unimodulares

Ejemplo
Sea L1 := {G < R2 : G ∼= Z2〈v ,w〉, Área(P(v ,w)) = 1}

SL2(R)× L1 −→ L1

(A, 〈v ,w〉) 7−→ 〈Av ,Aw〉

Sea G = 〈v ,w〉 ∈ L1. Escribimos v = (v1, v2),w = (w1,w2) ∈ R2,

entonces B :=

(
v1 w1

v2 w2

)
satisface Be1 = v y Be2 = w. Más aún

1 = A(P(v ,w)) = ||v × w || =

∣∣∣∣∣∣
i j k
v1 v2 0
w1 w2 0

∣∣∣∣∣∣ = ||(v1w2 − w1v2)k|| = det(B)

Aśı B · 〈e1, e2〉 = 〈Be1,Be2〉 = 〈v ,w〉 con B ∈ SL2(R).

∴ L1 = SL2(R) · 〈e1, e2〉
∴ L1 es un espacio homogéneo.



Sea G un grupo y H < G . Definimos una R.E. sobre G :

a ∼ g ⇐⇒ g−1a ∈ H

[g ]∼ = {a ∈ G : a ∼ g} = {a ∈ G : g−1a ∈ H} = {gh : h ∈ H} = gH

Denotamos G/H := {gH : g ∈ G} conocido como el espacio cociente.

Observación
G/H no necesariamente es un grupo. Por ejemplo, consideremos el grupo
diédrico D6 = {1, r , s, s2, rs, rs2} y H = {1, r} < D6. Entonces D6/H no
es grupo con la operación

D6/H × D6/H −→ D6/H

(g1H, g2H) 7−→ g1g2H,

porque (1H)(sH) 6= sH.
Sin embargo G/H śı es un grupo cuando gHg−1 ⊆ H ∀g ∈ G. En cuyo
caso decimos que H es un subgrupo normal de G.



La proyección canónica está dada por

π : G −→ G/H, g 7−→ gH

Definimos la topoloǵıa cociente:

U ⊆ G/H abierto ⇐⇒ π−1(U) ⊆ G abierto

Observación
Sea x0 ∈ X y H := Stab(x0) < G. Supongamos que G y X es
transitiva, entonces

ϕ : G/H
≡−→ X

gH −→ g · x0

aH = gH ⇐⇒ g−1a ∈ H ⇐⇒ g−1a · x0 = x0 ⇐⇒ a · x0 = g · x0



Proposición
Sea X un espacio, G un grupo topológico tal que G y X es transitiva y

H = Stab(x0). Supongamos que
fx0 : G −→ X

g 7−→ g · x0

es una función abierta,

entonces
ϕ : G/H −→ X

gH 7−→ g · x0

es un homeomorfismo.

Demostración.
Si U ⊆ G/H es abierto, ϕ(U) = fx0 (π−1(U)) es abierto.

Proposición
Sea X un espacio Hausdorff tal que G y X transitivamente. Si

1. G es compacto o bien

2. G y X son localmente compactos y G segundo numerable.

Entonces fx0 es una función abierta.



Proposición
Sea X un espacio, G un grupo topológico tal que G y X es transitiva y

H = Stab(x0). Supongamos que
fx0 : G −→ X

g 7−→ g · x0

es una función abierta,

entonces
ϕ : G/H −→ X

gH 7−→ g · x0

es un homeomorfismo.

Demostración.
Si U ⊆ G/H es abierto, ϕ(U) = fx0 (π−1(U)) es abierto.

Proposición
Sea X un espacio Hausdorff tal que G y X transitivamente. Si

1. G es compacto o bien

2. G y X son localmente compactos y G segundo numerable.

Entonces fx0 es una función abierta.



Ejemplos

1.

Rn2 Φ−→ Mn(R)

(a11, . . . , a1n, . . . , an1, . . . , ann) 7−→

a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann


2. Consideremos la función continua

f : GLn(R) −→ GLn(R), f (B) = BB t

Entonces f −1({I}) = O(n) es cerrado. Además

Φ−1(O(n)) ⊂

{
(a11, . . . , a1n, . . . , an1, . . . , ann) ∈ Rn2

:
n∑

j=1

a2
ij = 1

}
⊆ B(0,

√
n)

Por lo tanto Φ−1(O(n)) es compacto. Aśı O(n) es compacto.

3. det−1(R \ {0}) = {A ∈ Mn(R) : det(A) 6= 0} = GLn(R) ⊂ Rn2

es
abierto, luego GLn(R) loc. compacto y 2o numerable.

4. det−1({1}) = {A ∈ Mn(R) : det(A) = 1} = SLn(R) ⊂ Rn2

es
cerrado, luego SLn(R) loc. compacto y 2o numerable.



Ejemplo
Sea A ∈ O(n) tal que A ∈ Stab(en) i.e. Aen = en, entonces

A =

(
B 0
0 1

)
, B ∈ O(n − 1)

Stab(en) =

{(
B 0
0 1

)
: B ∈ O(n − 1)

}
∼= O(n − 1)

∴ O(n)/O(n − 1) ≈ Sn−1

Ejemplo
Recordemos

GLn(R)× P −→ P, (A,P) 7−→ APAt

Entonces
A ∈ Stab(I )⇐⇒ AAt = I ⇐⇒ A ∈ O(n)

∴ Stab(I ) = O(n) y GLn(R)/O(n) ≈ P



Ejemplo

Sea A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(R) tal que

i =

(
a b
c d

)
· i =

ai + b

ci + d
=

bd + ac + i(ad − bc)

c2 + d2

=⇒

{
bd + ac = 0,

c2 + d2 = 1.
Además

1 =

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣a c
b d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a2 + b2 ac + bd
ac + bd c2 + d2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a2 + b2 0
0 1

∣∣∣∣ = a2 + b2

∴ A =

(
a b
c d

)
∈ O(2)

Rećıprocamente, sea A =

(
a b
c d

)
∈ O(2) ∩ SL2(R), entonces

(
a b
c d

)
· i =

ai + b

ci + d
=

bd + ac + i(ad − bc)

c2 + d2
= i

∴ Stab(i) = SO(2) y SL2(R)/SO(2) ≈ H



Ejemplo

Sea

(
A B
C D

)
∈ GLn(R), donde A ∈ Mk×k(R), B ∈ Mk×n−k(R),

C ∈ Mn−k×k(R) y D ∈ Mn−k×n−k(R).

Rk × 0 =

(
A B
C D

)
· Rk × 0 = L{(a1,i , . . . , ak,i , c1,i , . . . , cn−k,i ) : 1 ≤ i ≤ k}

=⇒ C = 0. Además

0 6=
∣∣∣∣A B
0 D

∣∣∣∣ = |A| · |D| =⇒ A ∈ GLk(R), D ∈ GLn−k(R)

Rećıprocamente, supongamos que A ∈ GLk(R) y D ∈ GLn−k(R)(
A B
0 D

)
· Rk × 0 = L

{
k∑

j=1

aj,iej : 1 ≤ i ≤ k

}
= L(e1, . . . , ek) = Rk × 0

∴ Stab(Rk × 0) =

{(
A B
0 D

)
: A ∈ GLk(R),D ∈ GLn−k(R)

}
=: GLk,n−k

∴ Grk(Rn) ≈ GLn(R)/GLk,n−k



Ejemplo

Sea

(
A B
C D

)
∈ O(n), donde A ∈ Mk×k(R), B ∈ Mk×n−k(R),

C ∈ Mn−k×k(R) y D ∈ Mn−k×n−k(R).

Rk × 0 =

(
A B
C D

)
· Rk × 0 = L{(a1,i , . . . , ak,i , c1,i , . . . , cn−k,i ) : 1 ≤ i ≤ k}

=⇒ C = 0. Además

In =

(
A B
0 D

)(
At 0
B t Dt

)
=

(
AAt + BB t BDt

DB t DDt

)
=⇒ BDt = 0 y DDt = In−k , luego B = 0 y AAt = Ik .

Rećıprocamente, supongamos que A ∈ O(k) y D ∈ O(n − k)(
A 0
0 D

)
· Rk × 0 = L

{
k∑

j=1

aj,iej : 1 ≤ i ≤ k

}
= L(e1, . . . , ek) = Rk × 0

∴ Stab(Rk × 0) =

{(
A 0
0 D

)
: A ∈ O(k),D ∈ O(n − k))

}
∼= O(k)×O(n− k)

∴ Grk(Rk) ≈ O(n)/O(k)× O(n − k)



Ejemplo

Sea A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(R) tal que 〈e1, e2〉 = A · 〈e1, e2〉 = 〈Ae1,Ae2〉,

entonces ∃ n,m, p, q ∈ Z tales que{
ae1 + ce2 = Ae1 = ne1 + me2

be1 + de2 = Ae2 = pe1 + qe2

=⇒ A =

(
n p
m q

)
∈ SL2(Z)

Supongamos que A ∈ SL2(Z), entonces{
e1 = 1

ad−bc (dAe1 − cAe2) = dAe1 − cAe2

e2 = 1
ad−bc (−bAe1 + aAe2) = −bAe1 + aAe2

∈ 〈Ae1,Ae2〉

Aśı 〈e1, e2〉 = 〈Ae1,Ae2〉 = A · 〈e1, e2〉.

∴ Stab(〈e1, e2〉) = SL2(Z) y SL2(R)/SL2(Z) ≈ L1



Teorema
L1 ≈ S3 \ K = {(z1, z2) ∈ S3 : z2

1 + z3
2 6= 0}.

Espacios simétricos
Una variedad Riemanniana conexa X es un espacio simétrico si ∀x ∈ X
existe fx : X −→ X isometŕıa tal que fx(γ(t)) = γ(−t) para toda
geodésica γ con γ(0) = x .
Los espacios simétricos son homogéneos. Aśı X ≈ Isom(X )/Stab(x0).

Los espacios Sn−1,H,Grk(Rn),P son simétricos.


















Clasificación de espacios simétricos



Estructuras complejas en R2n

Sea Jn := {J ∈ O(2n) : J2 = −I}. Notemos que 〈Jx , x〉 = 0 ∀J ∈ Jn y
x ∈ R2n pues

〈Jx , x〉 = 〈Jx ,−J2x〉 = 〈x ,−Jx〉 = −〈Jx , x〉 =⇒ 2〈Jx , x〉 = 0

En particular Jh1 6∈ L{h1}. Sea h2 6∈ L{h1, Jh1}, podemos suponer que
h2 es un vector unitario tal que 〈h2, h1〉 = 〈h2, Jh1〉 = 0 porque si no
definimos f2 := h2 − 〈h2, h1〉h1 − 〈h2, Jh1〉Jh1 y h̃2 := f2

||f2||

• f2 6∈ L{h1, Jh1}

•
〈f2, h1〉 = 〈h2 − 〈h2, h1〉h1 − 〈h2, Jh1〉Jh1, h1〉

= 〈h2, h1〉 − 〈h2, h1〉||h1||2 − 〈h2, Jh1〉〈Jh1, h1〉 = 0

•
〈f2, Jh1〉 = 〈h2 − 〈h2, h1〉h1 − 〈h2, Jh1〉Jh1, Jh1〉

= 〈h2, Jh1〉 − 〈h2, h1〉〈h1, Jh1〉 − 〈h2, Jh1〉||Jh1||2 = 0

Como 〈Jh2, h1〉 = −〈h2, Jh1〉 = 0, se sigue que {h1, Jh1, h2, Jh2} es un

conjunto ortonormal y por tanto l.i.



Estructuras complejas en R2n

Si 2i < 2n, entonces existe hi+1 6∈ L{h1, Jh1, . . . , hi , Jhi}. S.p.d.g.
suponemos que hi+1 es unitario y 〈hi+1, hk〉 = 〈hi+1, Jhk〉 = 0 para todo
k = 1, . . . , i pues de lo contrario definimos

fi+1 := hi+1 −
i∑

k=1

〈hi+1, hk〉hk −
i∑

k=1

〈hi+1, Jhk〉Jhk y h̃i+1 :=
fi+1

||fi+1||

Como Jhi+1 es ortogonal a todo elemento de {h1, Jh1, . . . , hi , Jhi , hi+1}
obtenemos un conjunto o.n. {h1, Jh1, . . . , hi+1, Jhi+1}. Aśı

{v1 =h1, v2 =Jh1, v3 =h2, v4 =Jh2, . . . , v2n−1 =hn, v2n =Jhn}

es una base ortonormal de R2n tal que:

• Jv2k−1 = Jhk = v2k ∀k = 1, . . . , n.

• Jv2k = J2hk = −hk = −v2k−1 ∀k = 1, . . . , n.



Consideremos
O(2n)× Jn −→ Jn

(A, J) 7−→ AJAt

• (AJAt)2 = (AJAt)(AJAt) = AJ2At = −I ∀A ∈ O(2n) y
J ∈ Jn.

• Sean J1, J2 ∈ Jn, entonces existen bases ortonormales
β = {v1, . . . , v2n} y γ = {w1, . . . ,w2n} de R2n tales que{

J1v2k−1 = v2k

J1v2k = −v2k−1

y

{
J2w2k−1 = w2k

J2w2k = −w2k−1

Sea A ∈ O(2n) tal que Avi = wi ∀i = 1, . . . , 2n. Tenemos

a) AJ1A
tw2k = AJ1v2k = −Av2k−1 = −w2k−1 = J2w2k

b) AJ1A
tw2k−1 = AJ1v2k−1 = Av2k = w2k = J2w2k−1

=⇒ AJ1A
t = J2.

∴ Jn es un espacio homogéneo.



Definimos

ϕ : Mn(C) −→ M2n(R), X + iY 7−→
(
X −Y
Y X

)

• Si In = (X + iY )(A + iB) = XA− YB + i(YA + XB) entonces(
X −Y
Y X

)(
A −B
B A

)
=

(
XA− YB −XB − YA
YA + XB −YB + XA

)
=

(
In 0
0 In

)
•

ϕ((X1 + iY1)(X2 + iY2)) = ϕ(X1X2 − Y1Y2 + i(Y1X2 + X1Y2))

=

(
X1X2 − Y1Y2 −(Y1X2 + X1Y2)
Y1X2 + X1Y2 X1X2 − Y1Y2

)
=

(
X1 −Y1

Y1 X1

)(
X2 −Y2

Y2 X2

)
= ϕ(X1 + iY1)ϕ(X2 + iY2)

• Si

(
X −Y
Y X

)
=

(
In 0
0 In

)
=⇒ X + iY = In

∴ ϕ : GLn(C) ↪→ GL2n(R) es un monomorfismo.



•
(X + iY )(X + iY )∗ = (X + iY )(X t − iY t)

= XX t + YY t + i(YX t − XY t)

• (
X −Y
Y X

)(
X t Y t

−Y t X t

)
=

(
XX t + YY t XY t − YX t

YX t − XY t YY t + XX t

)

Aśı X + iY ∈ U(n)⇐⇒
(
X −Y
Y X

)
∈ O(2n).

Por otro lado, sea

(
X −Y
Y X

)
∈ GL2n(R), entonces

(
X −Y
Y X

)(
0 −In
In 0

)(
X t Y t

−Y t X t

)
=

(
−YX t + XY t −YY t − XX t

XX t + YY t XY t − YX t

)

y

(
X −Y
Y X

)(
X t Y t

−Y t X t

)
=

(
XX t + YY t XY t − YX t

YX t − XY t YY t + XX t

)
Aśı

(
X −Y
Y X

)
∈ Stab

((
0 −In
In 0

))
⇐⇒

(
X −Y
Y X

)
∈ O(2n).



De lo anterior se tiene que

ϕ(U(n)) ⊆ O(2n) ∩ Stab

((
0 −In
In 0

))
. Veamos la inclusión

inversa.

Sea

(
A B
C D

)
∈ O(2n) ∩ Stab

((
0 −In
In 0

))
, entonces(

−C −D
A B

)
=

(
O −In
In 0

)(
A B
C D

)
=

(
A B
C D

)(
0 −In
In 0

)
=

(
B −A
D −C

)
=⇒

(
A B
C D

)
=

(
A −C
C A

)
= ϕ(A + iC ) ∈ ϕ(U(n))

∴ ϕ| : U(n)
∼=−→ O(2n) ∩ Stab

((
0 −In
In 0

))
∴ Jn ≈ O(2n)/U(n)



Definimos la Grassmanniana isotrópica

Gr isotrn (C2n) := {W < C2n : dim(W ) = n, W ⊕W = C2n}

Hecho

Jn
≈−→ Gr isotrn (C2n)

J 7−→ {z ∈ C2n : Jz = −iz}



Consideremos la forma bilineal

B(x , y) = y t
(

0 In
In 0

)
x

Definimos

O2n(C) : = {g ∈ M2n(C) : B(gx , gy) = B(x , y) ∀x , y}

=

{
g ∈ M2n(C) :

(
0 In
In 0

)
= g t

(
0 In
In 0

)
g

}
P :=

{(
a b
0 (at)−1

)
: a−1b = −(a−1b)t

}

Proposición

Jn ≈ O2n(C)/P


