Espacios homogéneos



Definicién
Decimos que un grupo G (topoldgico) actiia en un conjunto (espacio) X
GxX—X

si existe una funcion (continua)
(g, x) — g-x

1. 1-x=xVxeX.

2. (gh)-x=g-(h-x)Vg,he GyxeX.
Dada G ~ X definimos una R.E. sobre X:

x~y < dgeG:x=g-y

Denotamos

* G-x:={g-x:g€G}C X parax € X (Orbita de x).

® Stab(x) ={g€G:g-x=x} <G parax <€ X.

® G~ X es transitiva si 3 xg € X tal que G - xg = X.



Observacién
G ~ X es transitiva <= Vx,y € X existe g € G talquex =g -y.

Definicion
Los espacios en los cuales un grupo topoldgico actiia

transitivamente son conocidos como espacios homogéneos.

Observacién
Supongamos que G ~ X transitivamente. Sean x,y € X, entonces
x=g-y para algin g € G.

Lg: X " X
t—g-t

Asi cualquier propiedad de un punto de X es independiente del
punto.



La esfera unitaria S"1
Ejemplo

O(n) x S"t — st
(A, x) — Ax

° ||Ax|| = ||x|| =1V¥x €S" 1 y Aec O(n).
°* | .x=xVxeS L
®* A-(B-x)=(AB)-xVxeS" 1y A BeO(n).

Sea x € S"™1. Completamos a una base o.n. {x,v,...,v,} para
R". Definimos

B := (x Vo o v,,)EO(n), Be; = x

.S =0(n)- e
.S es un espacio homogéneo.



El semiplano superior
Ejemplo
SeaH={zeC:Im(z) >0}

SLy(R) x H — H, ((‘z_ Z),Z>MQZ+I’

cz+d
- az+b _l az+b_a?+b
cz+d) 2i\cz+d cz+d
ad—bc z-Z 1
= . = I
lcz+d]2 20 |cz + d|? m(z) >0
® Seaw=a+ifeH
(£ %)l
1 1
0 75 =

.. H es un espacio homogéneo.



Matrices simétricas positivas

Ejemplo
SeaP:={P € Mu(R): P=Pt (Px,x) >0 VxeR"\{0}}

GL,(R) x P — P
(A, P) —s APA!

el .P=PYPecP,

e A-(B-P) = A-BPB! = A(BPB')At = (AB)P(AB)t = AB- P
VA, B € GLy(R) y P € P.

e Notemos que (APA'x, x) = (PAfx, A'x) > 0 Vx € R"\ {0} y
PeP.



Matrices simétricas positivas

Ejemplo
SeaP:={PeM(R): P=Pt, (Px,x)>0 VxecR"\{0}}

GLy(R) x P — P
(A, P) —s APA!

Sea P € P y A < 0. Entonces
[1(P = ANx|? = [|Px]|? = 2X(Px, x) + N[ |x|[* > A?||x[|*.

= P — A :R" — R" es 1-1, luego invertible. Asi c(P) C (0, c0).
Ahora sea Q € GL,(R) tal que P = QDQ*, donde D = diag{\1, ..., \n}.

AN - 0 Va - 0\
Observemos que D= | : . | = : :

0 - A, 0 o VA
= P=55'=5-1conS = Qdiag{\/1,...,vV/ A} € GL,(R).

2P =GLy(R) -1
.. 'P es un espacio homogéneo.



Grassmanniana de k-planos en R”

Ejemplo

Definimos a la Grassmanniana Gr(R") :=={V < R" : dim(V) = k}.
RS

GL,(R) x Gr(R") — Gr(R") 2

(A, L(va,...,wk)) —> L(Avi, ..., Av) R? —

/

Sean V = L(v1,...,v), W= L(m,...,wk) € Gre(R"). Extendemos a
bases de R"

B=A{vi, . Vi Vier - Vot Y ={wa, .. Wi, Wiy, W} C R

Sea T : R" —» R" transformacién lineal tal que Tvi)=w, y
T(v{) = wj, entonces [T]o - L(v1,...,vk) = L(w,...,wk), donde
a=A{e,...,ey}.

. Gr(R") es un espacio homogéneo.



Reticulas unimodulares

Ejemplo
Sea £ :={G <R?: G = 7%(v,w), Area(P(v,w)) = 1}

SLQ(R) X £1 — £1
(A, {v,w)) — (Av, Aw) ‘ -
. Area(P(Av, Aw)) = ||Av x Aw||
= |det(A)] ||v x w|| = Area(P(v,w)) = 1
° I'<V3W>:<V7W>

° AB-(v,w) =A-B-{v,w)



Reticulas unimodulares

Ejemplo
Sea £ :={G <R?: G 27Z2(v,w), Area(P(v,w)) = 1}

SL2(R) X El — 21

(A, {v,w)) — (Av, Aw)

Sea G = (v,w) € £1. Escribimos v = (vi,v2), w = (wq, wp) € R?,

entonces B := “m satisface Be; = v y Be, = w. Mas adn
Vo  Wp
i j kK
1=A(P(v,w))=|lvxw|=|vn v 0=][(vuw—wiwv)k|| = det(B)
wa "1'%) 0

Asi B - (e1, &) = (Ber, Bex) = (v, w) con B € SL,(R).
L= SLz(R) : (el, 62>
.. £1 es un espacio homogéneo.



Sea G un grupoy H < G. Definimos una R.E. sobre G:

1

ar~vg <<= g aeH

[gl.={acG:a~g}={acG:glacH={gh:hc H} =gH
Denotamos G/H := {gH : g € G} conocido como el espacio cociente.

Observacién

G/H no necesariamente es un grupo. Por ejemplo, consideremos el grupo
diédrico Dg = {1,r,s,s? rs,rs*} y H={1,r} < Dg. Entonces Dg/H no
es grupo con la operacion

D6/H X D6/H—> D@/H
(g1H, &2H) — g182H,
porque (1H)(sH) # sH.

Sin embargo G/H si es un grupo cuando gHg=* C H ¥g € G. En cuyo
caso decimos que H es un subgrupo normal de G.



La proyeccion canodnica estd dada por
m:G— G/H, g+—gH
Definimos la topologia cociente:

U C G/H abierto < 7 *(U) C G abierto

Observacion
Sea xgp € X y H := Stab(xp) < G. Supongamos que G ~ X es
transitiva, entonces

©:G/H= X
gH —g-xo

1 1

aH=gH<+= g 'acH< g a-xo=x = a-x=8"X



Proposicion
Sea X un espacio, G un grupo topoldgico tal que G ~ X es transitiva y

fo:G— X y i
H = Stab(xp). Supongamos que es una funcién abierta,
§—8 X
p:G/H— X _
entonces es un homeomorfismo.
gH— g xo

Demostracion.
Si U C G/H es abierto, ¢(U) = f,,(7~1(U)) es abierto. O



Proposicion
Sea X un espacio, G un grupo topoldgico tal que G ~ X es transitiva y

fo:G— X y i
H = Stab(xp). Supongamos que es una funcién abierta,
g&— 8 X
p:G/H— X _
entonces es un homeomorfismo.
gH— g xo
Demostracién.
Si U C G/H es abierto, ¢(U) = f,,(7~1(U)) es abierto. O

Proposicién
Sea X un espacio Hausdorff tal que G ~ X transitivamente. Si

1. G es compacto o bien
2. G y X son localmente compactos y G segundo numerable.

Entonces f,, es una funcion abierta.



Ejemplos

2 o]
R” 2 M, (R)
a1 -+ ain
1.
(an,...,al,,,..,,anl,,..,a,,r,) —
danl ann

2. Consideremos la funcién continua
f:GL,(R) — GL,(R),  f(B)= BB

Entonces f~1({I}) = O(n) es cerrado. Ademds
CD_I(O(n)) C {(311, ey @lny ..oy dnly ..y dmn) € R™ . Zaﬁ- = 1} C B(0,v/n)
j=1

Por lo tanto ®~1(0O(n)) es compacto. Asi O(n) es compacto.

3. det™L(R\ {0}) = {A € M\(R) : det(A) # 0} = GL,(R) C R" es
abierto, luego GL,(R) loc. compacto y 2° numerable.

4. det=1({1}) = {A € M,(R) : det(A) = 1} = SL,(R) C R" es
cerrado, luego SL,(R) loc. compacto y 2° numerable.



Ejemplo
Sea A € O(n) tal que A € Stab(e,) i.e. Ae, = e,, entonces

A:(’g 2) Be O(n—1)

Stab(e,) = {(g (1’) .BeO(n— 1)} ~ O(n—1)
. 0(n)/O(n—1) ~S"1
Ejemplo
Recordemos

GL,(R)x P — P, (A P)— APA

Entonces
A€ Stab(l) <= AA* = | < A€ O(n)

. Stab(1) = O(n) y GL,(R)/O(n) = P



Ejemplo

Sea A= <i Z) € SLy(R) tal que

(2 b\ . ai+b _ bd+ac+i(ad — bc)
" \c¢ d Tci+d 2+ d?

bd =0
= { tac " Ademds

A+d?=1.
1_|a bl Ja ¢ _|+b* ac+bd| _|a*+b? Ol _ 2.y
“lec d| |b d| |lac+bd E+d?*| 0 1

A= (i Z) € 0(2)

, a b
Reciprocamente, sea A = (c

d) € 0(2) N SLy(R), entonces

a b\ ._aitb bd+ac+i(ad—bc)
c d Tci+d 2+ d? -

~. Stab(i) = SO(2) y SLy(R)/SO(2) ~ H



Ejemplo

Sea (é‘ D) € GL,(R), donde A € Mysi(R), B € Micep—i(R),
C e My_ixk(R) y D € My_ixn—k(R).
Rk x 0= (/é g) 'Rk X 0:C{(al,;,...,ak,,-,cly,-,...,cn,k’,-) 01 < i < k}

= C = 0. Ademds

0£ ‘g‘ [B)‘ — |A|-|D| = A € GLi(R), D € GLy_(R)

Reciprocamente, supongamos que A € GLi(R) y D € GL,_x(R)
A B .
(0 D) -R* xo:L{Zaj,iej 1<i< k} =L(e,...,e&) =R*x 0
=

.. Stab(R* x 0) = {(g‘ EB)) : A€ GLk(R),D € GL,,_k(R)} =: GLy,p—k

Grk(R”) ~ GL,,(R)/GL[Q,,_;(



Ejemplo
Sea <é g) € O(n), donde A € Myx(R), B € Myxn_x(R),
C € My_kxk(R) y D € Mp_xn—k(R).

R¥ x 0= (é‘ g) R x0=L{(avi,...,akiCLis s Crki):1<i<k}

— C = 0. Ademas
[ _ (A B) (A 0\_ (AA'+BB" BD'
"7\0 D B* D') DB! DD*

— BD' =0y DD' = I,_y, luego B = 0 y AA = I.
Reciprocamente, supongamos que A€ O(k) y D € O(n— k)

(/3 g) .RkXO:E{Zaj,;ej:lgigk}zg(elwu’ek):kao
.. Stab(R* x 0) = {(g‘ g) AeO(k),D e O(n—k))} =~ O(k) x O(n—k)

. Gre(R¥) ~ O(n)/ O(k) x O(n — k)



Ejemplo
Sea A = (i 3) € SLy(R) tal que (e1, &) = A- (&1, &) = (Aey, Aer),

entonces 3 n,m, p,q € 7 tales que

:A =
ae; + cey €1 = ne; + mey — A= (" p) c SLQ(Z)
be; + de; = Aes = pey + ge moq

Supongamos que A € SL>(Z), entonces

ad—bc

1
el 1 (dAe; — cAey) e, — cAe, € (Aer, Acy)
& = s7-pc (—bAer + aAey) = —bAe; + aAe

Asi (e, &) = (Aer, Aex) = A - (e, &).

Stab(<€1, 62>) = SLQ(Z) y SLg(R)/SLQ(Z) ~ &



Teorema
L1~ S\ K ={(z1,2) € S*: 22 + z3 # 0}.

oo -

Espacios simétricos

Una variedad Riemanniana conexa X es un espacio simétrico si Vx € X
existe f, : X — X isometria tal que £(7(t)) = y(—t) para toda
geodésica vy con v(0) = x.

Los espacios simétricos son homogéneos. Asi X ~ Isom(X)/Stab(xo).

Los espacios S"~1 H, Gri(IR™), P son simétricos.


















Clasificacion de espacios simétricos

Label G K Dimension Rank Geometric interpretation

Al SU(n) 50(n) (n-1)(n+2)/2n=1 space of real structures on " which leave the complex determinant invariant
Al |SU(2n) Sp(n) (m—1)@2n+1) |n-1 Space of quaternionic structures on C" compatible with the Hermitian metric
Al SU(p+4q) | S(U(p) xU(g)) | 2pg min(p,q) | G of complex of CPH1

BDI | SO(p+g) |SO(p) xSO(q) |pq min(p, g) | Grassmannian of oriented real p-dimensional subspaces of R ™1

ol | SO(2n) U(n) n(n—1) [n/2] Space of orthogonal complex structures on B>

cl Spl(n) U(n) n(n +1) n Space of complex structures on H" compatible with the inner product

ci Sp(p+q) | Sp(p) x Sp(q) dpq min(p, q) of of HP+4

B | B Sp(4)/{+1} 42 6

Bl E; SU(6) - SU(2) 40 4 Space of symmetric subspaces of (C ® Q)P isometric to (C @ H)P?

Bl | Es SO(10) -SO(2) |32 2 Complexified Cayley projective plane (C ® O) P

EV | Eg Fy 26 2 Space of symmetric subspaces of (C ® Q)P? isometric to OP?

BB SU(8)/ {1} 70 7

EvVl | E; 50(12)-SU(2) | &4 4 Rosenfeld projective plane (H ® O)P* over H® O

VI | B Es -S0(2) 54 3 Space of symmetric subspaces of (I & ) P2 isomorphic to (C ® @) P*
EVIl | Es Spin(16)/{£vol} | 128 8 Rosenfeld projective plane (O ® 0)P*

EX | Es E; -SU(2) 12 4 Space of symmetric subspaces of () @ () P? isomorphic to (H ® 0)P*

Fl Fy Sp(3) - SU(2) 28 4 Space of symmetric subspaces of D.P? isomorphic to FLP?

Fll Fy Spin(9) 16 1 Cayley projective plane .P?

G Gy S0(4) 8 2 Space of subalgebras of the octonion algebra { which are isomorphic to the quaternion algebra H




Estructuras complejas en R?”

Sea J, :={J € O(2n) : J2= —1I}. Notemos que (Jx,x) =0VJ € J, y
x € R?" pues

(Ix,x) = (Ix, = S2x) = (x, —Jx) = —(Jx,x) = 2(Jx,x) =0

En particular Jhy & L{h1}. Sea hy & L{hy, Jh1}, podemos suponer que
h, es un vector unitario tal que (hy, hy) = (hz,Jfl1> = 0 porque si no
definimos fy := hy — (hy, hy)hy — (hy, Jh1)Jhy y hy = H’;—ZH

o f & L{hy,Jh}
, (B} = (ha — (ha, hy) by — (ha, Jhy) Jhy, hy)
= (hy, h1) — (ha, h1)||M||? = (ho, Jhy)(Jhy, hy) = O
o (fo Jhy) = (hy — (ha, by — (b, Jha) by, Jhy)
= (ho, Jh1) — (hy, h1)(hy, Jhy) — (ha, Jh1)||Jhy|)? = O

Como (Jhy, hy) = —(hp, Jh1) = 0, se sigue que {hy, Jhy, hy, Jhy} es un
conjunto ortonormal y por tanto l.i.



Estructuras complejas en R?”

Si 2i < 2n, entonces existe h;y1 & L{hy, Jh1,..., h;,Jh;}. S.p.d.g.
suponemos que h; 1 es unitario y (h;j11, hx) = (hiy1, Jhe) = 0 para todo
k=1,...,i pues de lo contrario definimos

. fi
fir1 = hiz1 — Z<hi+1, hi) hie — Z<hi+1;Jhk>Jhk Y hipr =

2 2 Tl
Como Jhj 1 es ortogonal a todo elemento de {hy, Jh1,..., h;, Jhi, hii1}
obtenemos un conjunto o.n. {hy, Jhy, ..., hiy1, Jhit1}. Asi

{Vl :hlv V2 :Jhla V3 :h2a 7 :Jh2> sy V2p—1 :hna Von :Jhn}
es una base ortonormal de R?" tal que:
® Jvou 1 =Jh=vo Vk=1,...,n.

® Jvpk=Lhe=—hi=—vu—1 Vk=1,...,n.



Consideremos
O(2n) X Jn — Jn

(A, J) — AJA?

o (AJAY)? = (AJAD)(AJAY) = AJPAt = —I YA€ O(2n) y
J e Jn.

® Sean J1, h» € J,, entonces existen bases ortonormales
B={vi,...,von} yv={wi,...,wa,} de R?" tales que

{JIVZk—l = vk y {J2W2k—1 = wWox

Svor = —vok—1 Jowo = —wop_1

Sea A € O(2n) tal que Av; = w; Vi =1,...,2n. Tenemos
a) AhA Wy = Adivo = —Ava1 = —wak—1 = Jowyy
b) AhAtwok_1 = Ahvak_1 = Avak = ok = Jowak—_1

= ALA! = L.

.".Jn s un espacio homogéneo.



Definimos

@ : Ma(C) — Map(R), X +iY — (if XY)

© Sil,=(X+iY)(A+iB)=XA— YB+i(YA+ XB) entonces
X —-Y\[(A -B\ (XA-YB -XB-YA\ (I, 0
Yy x)\B A)T\vA+xB -vyB+XxA)~\0 I,

gD((Xl + iY]_)(XQ + iYQ)) = (p(X1X2 - Y1Y + i(Y1X2 + X1 Yg))

(XX - NYe —(YiXe+ XiYa)
YiXo+ XY  XiXo— V1Yo

_ (X Y\ (X2 -T2
T\ X Y, X

= (X1 +iY1)p(X2 +iY2)

(X -v 0 o
'S'(y X)(O ln):”(*’Y/"

s GLy(C) < GLy,p(R) es un monomorfismo.



(X +iY)(X +iY)" = (X +iY)(Xt = iY?)
= XXT+ YY! 4 i(YXt = XY?)

X =Y Xt Yty XX+ YYD XY - YX!
Y X =Yt Xt A YXE=XY! YYP4 XX!

' . X =Y
Asi X +iY € U(n) <= <Y X ) € 0(2n).
-Y

X
Por otro lado, sea <Y X

X =Y\ [0 =L\ [ Xt Y\  [—YXt4+ XYt —YYt_XX!
y x )\, o)yt xt) 7 xxt4yyt Xxyt—vyxt
X =Y\ [ Xt YY) [XXt4YYE XYt-—yXt
Y\ \y x /oyt xt) = \yxt—Xxyt vyt4xxt

Asi (if _XY) € Stab ((lo _0/”>> = (); _Y) € O(2n).

> € GLy,(R), entonces



De lo anterior se tiene que
©(U(n)) € O(2n) N Stab <<IO _OI">> Veamos la inclusién

inversa.

o (2 ) comnsss (0 ). enores
(4 2)-( o)(c o)
(5 )06 )
— (2 5)=(2 %) =starioepuin

ol U(n) =5 0(2n) N Stab <(/° ‘0’")>
 3n~ 0(20)/U(n)



Definimos la Grassmanniana isotrdpica

Gr,lfotr(cZn) — {W < Q2" - d/m(W) =n W EBW = C2n}

Hecho

3, i> Gr,/fotr(@Zn)
— {zeC?": Jz=—iz}



Consideremos la forma bilineal

(0 I,
B(x,y)=y (,n o)X

Definimos

O2n(C) : = {g € M2n(C) : B(gx,8y) = B(x,y) Vx,y}
— {g € My,(C) : <2 g’) =gt </(: I(,),) g}
(G o) o

Proposicion
3n ~ O2n((c)/P



