
El teorema de Peter-Weyl



Representaciones de grupos de Lie compactos

Definición
Sea G un grupo de Lie compacto. Una representación de G en un espacio
vectorial V localmente convexo y completo, es un homomorfismo

ϕ : G −→ GL(V ) tal que
G × V −→ V
(g , ξ) 7−→ ϕg (ξ) = g · ξ es continua.

Observación
Toda representación ϕ : G −→ GL(V ) de un grupo de Lie compacto G
tiene un producto interno G -invariante.

〈〈ξ, η〉〉 :=

∫
G

〈g · ξ, g · η〉dg

La representación ϕ : R −→ GL2(R), t 7−→
(

1 t
0 1

)
no tiene productos

internos R-invariantes.

〈(0, 1), (1, 0)〉 = 〈ϕ1(0, 1), ϕ1(1, 0)〉 = 〈(1, 1), (1, 0)〉 = 〈(0, 1), (1, 0)〉+ 〈(1, 0), (1, 0)〉

=⇒ ||(1, 0)||2 = 0 =⇒ (1, 0) = 0 !!



Ejemplos

1. Representación regular derecha

R : G −→ GL(L2(G ))

g 7−→ Rg

,
Rg : L2(G ) −→ L2(G )

f 7−→ (x 7→ f (xg))

2. Representación regular izquierda

L : G −→ GL(L2(G ))

g 7−→ Lg

,
Lg : L2(G ) −→ L2(G )

f 7−→ (x 7→ f (g−1x))

3. Representación birregular

ϕ : G×G −→ GL(L2(G )),
ϕ(g , a) : L2(G ) −→ L2(G )

f 7−→ (x 7→ f (g−1xa))

4.
S1 −→ SO(2)

e it 7−→
(

cos(t) −sen(t)
sen(t) cos(t)

)



Construcción de representaciones
Sean ϕ : G −→ GL(V ), ρ : G −→ GL(W ) representaciones de G.

1. Suma directa

ϕ⊕ ρ : G −→ GL(V ⊕W )
g 7−→ ((v ,w) 7→ (ϕg (v), ρg (w))

2. Producto tensorial

ϕ⊗ ρ : G −→ GL(V ⊗W )
g 7−→ (v ⊗ w 7→ ϕg (v)⊗ ρg (w))

3.
G −→ GL(Hom(V ,W ))
g 7−→ (T 7→ ρg ◦ T ◦ ϕg−1)

4. Representación conjugada

ϕ : G −→ GL(V )

g 7−→ ϕg



Definición

• Una representación V 6= 0 es irreducible si V no tiene subespacios
cerrados G -invariantes, excepto 0 y V .

• Dos representaciones ϕ : G −→ GL(P) y ρ : G −→ GL(Q) son
equivalentes si

P
ϕg //

T ∼=
��

P

∼= T

��
Q

ρg

// Q

Escribimos ϕ ∼ ρ o P ∼= Q.

Lema de Schur
Si ϕ : G −→ GL(P) y ρ : G −→ GL(Q) son representaciones irreducibles
de dimensión finita de un grupo de Lie G , entonces cualquier mapeo
equivariante f : P −→ Q es invertible ó f = 0. Además

1. Si ϕ 6∼ ρ, entonces HomG (P; Q) = 0;

2. Si ϕ = ρ, entonces f = λI con λ ∈ C.



Proposición

Sean ϕ : G −→ GL(P) y ρ : G −→ GL(Q) representaciones
irreducibles de dimensión finita.

1. dim(HomG (P,Q)) =

{
1, P ∼= Q,

0, P 6∼= Q.

2. Si G es abeliano, entonces dim(P) = 1.

3. Hay un único producto interno G -invariante sobre P, salvo
múltiplo escalar.

Demostración.

1. Sea T : P −→ Q un isomorfismo tal que ρg T = Tϕg

∀g ∈ G . Si f ∈ HomG (P,Q), entonces T−1 ◦ f : P −→ P es
equivariante, de modo que ∃ λ ∈ C tal que T−1 ◦ f = λI ,
luego f = λT .



2. Sea a ∈ G , entonces

ϕaϕg = ϕag = ϕga = ϕgϕa ∀g ∈ G

=⇒ ∃ λa ∈ C tal que ϕa = λaI .
Ahora sea 0 6= x ∈ P fijo y k ∈ C, entonces

ϕa(kx) = λakx ∈ C · x

∴ C · x = P.

3. Sean 〈 , 〉, ( , ) dos productos internos G -invariantes sobre P.
Existe un operador lineal L : P −→ P tal que 〈x , y〉 = (Lx , y)
∀x , y ∈ P. Dados g ∈ G y x , y ∈ P, se tiene

(L(g ·x), g ·y) = 〈g ·x , g ·y〉 = 〈x , y〉 = (Lx , y) = (g ·Lx , g ·y)

Aśı L(g · x) = g · Lx . Por tanto, existe λ ∈ C tal que L = λI y
〈x , y〉 = λ(x , y) ∀x , y ∈ P.



Proposición

Sea V una representación de un grupo de Lie compacto G y sea
W un subespacio G -invariante. Entonces W⊥ es un subespacio
G -invariante.

Demostración.
Sea x ∈W⊥, y ∈W y g ∈ G , entonces

〈g · x , y〉 = 〈x , g−1 · y〉 = 0

V = W ⊕W⊥.

Corolario
Sea G un grupo de Lie compacto y sea ϕ : G −→ GL(V ) una
representación de dimensión finita. Entonces existen
representaciones irreducibles V1, . . . ,Vk tales que

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk



Definición
Sea V una representación de G . Si P es una representación irreducible de
G de dimensión finita, definimos la parte isot́ıpica

VP =
⊕

W<V
W∼=P

W

Equivalentemente, es la imagen de la inclusión

πP : P ⊗ HomG (P;V ) ↪→ V
ξ ⊗ f 7→ f (ξ)

• Sea W < V tal que W ∼= P. Si ι : W ↪→ V es la inclusión y ξ ∈W ,
entonces ξ = πW (ξ ⊗ ι). Aśı W ⊆ Im(πW ) = Im(πP ) y por lo tanto
VP ⊆ Im(πP ).

• Ahora sea f ∈ HomG (P; V ). Como

HomG (P;V ) = HomG

(
P;
⊕

W

W

)
= HomG

(
P;
⊕

W∼=P

W

)
,

Im(f ) ⊆
⊕

W∼=P W = VP , luego Im(πP ) ⊆ VP .



Definición
Sea ϕ : G −→ GL(V ) una representación de dimensión finita. El caracter
de ϕ es la función χϕ : G −→ C definida por χϕ(g) = Tr(ϕg ) ∀g ∈ G .

Observación
El caracter χϕ no depende de la base de V , pues si β y γ son dos bases
de V , entonces

[ϕg ]β = A−1[ϕg ]γA ∀g ∈ G

para alguna A ∈ GLn(C), luego Tr([ϕg ]β) = Tr([ϕg ]γ) ∀g ∈ G .

Ejemplo

Sea
ϕ : S1 −→ SO(2)

e it 7−→
(

cos(t) −sen(t)
sen(t) cos(t)

)
=⇒ χϕ(e it) = 2cos(t)

Observación
Sea ρ : G −→ GL(V ) una representación de dimensión finita y sea
β = {v1, . . . , vn} una base o.n. de V , entonces χρ(g) =

∑n
1〈vi , ρg (vi )〉.

[ρg ]β =

〈v1, ρg (v1)〉 · · · 〈v1, ρg (vn)〉
...

. . .
...

〈vn, ρg (v1)〉 · · · 〈vn, ρg (vn)〉





Una función representante es una función de la forma

G −→ C, FM;ξ,η(g) = 〈η, ϕg (ξ)〉

donde ϕ : G −→ GL(M) es una representación unitaria de dimensión
finita y ξ, η ∈ M.
Las funciones representantes forman una subálgebra Calg (G ) de C (G ):

•
(FM1,ξ1,η1 + FM2,ξ2,η2)(g) = 〈η1, ϕg (ξ1)〉+ 〈η2, ρg (ξ2)〉

= 〈(η1, η2), (ϕ⊕ ρ)g (ξ1, ξ2)〉
= FM1⊕M2;ξ1⊕ξ2,η1⊕η2(g)

•
(FM1,ξ1,η1 · FM2,ξ2,η2)(g) = 〈η1, ϕg (ξ1)〉〈η2, ρg (ξ2)〉

= 〈η1 ⊗ η2, (ϕ⊗ ρ)g (ξ1 ⊗ ξ2)〉
= FM1⊗M2;ξ1⊗ξ2,η1⊗η2(g)

• λFM1,ξ1,η1 = FM1,ξ1,λη1 = FM1,λξ1,η1

Definición
Sea V una representación de G . Definimos los vectores G -finitos por

V fin = {ξ ∈ V : ξ está en alg ún subespacio G−invariante de dim. finita de V }



Teorema
Si G y C (G ) por traslación izquierda, entonces C (G )fin = Calg (G ).

Demostración.
Supongamos que f ∈W para algún subespacio W de dimensión finita
G -invariante de C (G ).
Sea β = {f1, . . . , fn} una base ortonormal de W con f1 = f y sea

G
L−→ GL(W )

g 7−→ (fi 7→
∑

j Mji (g)fj )

la restricción de la acción G y C (G ). Entonces

f (g) = Lg−1(f )(1) = g−1 · f1(1) =
∑

j

Mj1(g−1)fj (1) =
∑

j

M1j (g)fj (1)

Como G −→ GL(W ) está dada por g 7−→ (Mji (g))i,j se sigue que
f ∈ Calg (G ).



Teorema (Peter-Weyl)
C (G )fin es denso de C (G ) para la topoloǵıa de convergencia uniforme.

Lema
Sea G un grupo de Lie compacto. Para toda vecindad U de 1 ∈ G , existe
una función continua δ : G −→ R tal que:

1. δ(x) ≥ 0 ∀x ∈ G ,

2. δ(x) = 0 ∀x 6∈ U,

3. δ(x) = δ(x−1) ∀x ∈ G ,

Demostración.
Como G es normal, existe f : G −→ R continua tal que f (x) ≥ 0
∀x ∈ G , f (1) = 1 y f (Uc ) = {0}.
Definimos

δ(x) =
1

2

∫
G

(f (gxg−1) + f (gx−1g−1))dg



Teorema (Peter-Weyl)
C (G )fin es denso de C (G ) para la topoloǵıa de convergencia uniforme.

Demostración.
Sea f ∈ C (G ) y ε > 0. Entonces existe una vecindad 1 ∈ U tal que
U = U−1 y |f (x)− f (y)| < ε ∀x−1y ∈ U.
Sea δ : G −→ R+ una función continua tal que supp(δ) ⊂ U,
δ(x) = δ(x−1) ∀x ∈ G y

∫
G
δ = 1.

Ahora consideremos el operador K : C (G ) −→ C (G ), definido por

Kf (x) :=

∫
G

δ(g)f (xg)dg
(a=xg)

=

∫
G

f (a)δ(x−1a)da =

∫
G

f (a)δ(a−1x)da

Dado x ∈ G , tenemos

|Kf (x)− f (x)| =

∣∣∣∣∫
G

δ(g)f (xg)dg − f (x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
G

δ(g)(f (xg)− f (x))dg

∣∣∣∣
≤
∫

G

δ(g)|f (xg)− f (x)|dg ≤ ε
∫

U

δ(g) = ε



Sean f , h ∈ C (G )

〈Kf , h〉 =
∫

G

Kf (x)h(x)dx =

∫
G

∫
G

δ(a−1x)f (a)h(x)da dx

=

∫
G

∫
G

δ(a−1x)f (a)h(x)dx da =

∫
G

f (a)Kh(a)da = 〈f ,Kh〉

Por lo tanto K es autoadjunto. También K es compacto.
Notemos que

K (g · f )(x) =

∫
G

δ(a−1x)f (g−1a)da =

∫
G

δ(s−1g−1x)f (s)ds = (g · Kf )(x)

Aśı, si Kf = λf =⇒ K (g · f ) = g · λf = λ(g · f ) i.e. Eλ es G -invariante.
Dada f ∈ C (G ), sea {fn}n≥1 un conjunto o.n. de eigenfunciones de K
con correspondientes eigenvalores {λn}n≥1, entonces

Kf =
∞∑

n=1

λn〈f , fn〉fn ∈
⊕
n≥1

Eλn ⊆ C (G )fin



Teorema de Peter-Weyl

Teorema
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. La parte isot́ıpica VP es un subespacio cerrado de V y

V =
⊕̂

P

VP ,

donde P vaŕıa en todas las representaciones irreducibles de G
de dimensión finita.

2. Cualquier grupo de Lie compacto G , es isomorfo a un
subgrupo de un grupo unitario.

ϕ : G ↪→ U(n)

3. Calg (G ) es un subanillo denso de C (G ) para la topoloǵıa de
convergencia uniforme.



3. =⇒ 2. Sea g ∈ G \ {1}. Entonces existe f : G −→ R continua tal que
f (g) 6= f (1). Dado que C (G ) = Calg (G ), existe una representación
ρ(1) : G −→ GL(V1) y ξ1, η1 ∈ V1 tales que

||FV1;ξ1,η1 − f ||∞ <
|f (g)− f (1)|

2

Notemos que 〈η1, ρ(1)g (ξ1)〉 = FV1;ξ1,η1(g) 6= FV1;ξ1,η1(1) = 〈η1, ξ1〉 pues

|f (g)−f (1)| ≤ |f (g)−FV1;ξ1,η1(g)|+|FV1;ξ1,η1(1)−f (1)| ≤ 2||FV1;ξ1,η1−f ||∞
Aśı kerρ(1) ( G . Si kerρ(1) 6= {1} tomamos g ′ ∈ kerρ(1) \ {1} y
ρ(2) : kerρ(1) −→ GL(V2) representación con kerρ(1) ∩ kerρ(2) ( kerρ(1).
Continuamos con este proceso

kerρ(1) ) kerρ(1) ∩ ρ(2) ) kerρ(1) ∩ kerρ(2) ∩ kerρ(3) ) . . .

Existe N ∈ N tal que kerρ(1) ∩ . . . ∩ kerρ(N) = {1}, luego

ρ(1) ⊕ · · · ⊕ ρ(N) : G ↪→ GL(V1 ⊕ · · · ⊕ VN )

g 7→

ρ
(1)
g · · · 0
...

. . .
...

0 · · · ρ
(N)
g





2. =⇒ 3.

• Sea ρ : G ↪→ GL(V ) una representación fiel. Sean g 6= h,
entonces ρg 6= ρh. Aśı

FV ;ξ,η(g) = 〈η, ρg (ξ)〉 6= 〈η, ρh(ξ)〉 = FV ;ξ,η(h)

para algunos η, ξ ∈ V .

• Calg (G ) contiene a las funciones constantes. Basta considerar
la representación

G −→ GL(V ), g 7−→ I

• FV ;ξ,η = FV ;ξ,η ∈ Calg (G ).

∴ Calg (G ) = C (G ).

1. =⇒ 3.

Calg (G ) = C (G )fin =
⊕

P

C (G )P =⇒ C (G ) = Calg (G )



3. =⇒ 1. Para toda f ∈ C (G ) definimos

Tf : V −→ V , Tf ξ =

∫
G

f (g)g · ξ dg

Sea M < V una representación unitaria de dimensión finita de G , ξ ∈ M
y ζ ∈ V . Sea

W := {TFM;ξ,η
ζ : η ∈ M} ⊂ V

• TFM;ξ,η1
ζ + TFM;ξ,η2

ζ = TFM;ξ,η1+η2
ζ ∀η1, η2 ∈ M.

• λTFM;ξ,η
ζ = TFM;ξ,λη

ζ ∀λ ∈ C y η ∈ M.

•
a · TFM;ξ,η

ζ =

∫
G

〈η, g · ξ〉ag · ζ dg
(s=ag)

=

∫
G

〈η, a−1s · ξ〉s · ζ ds

=

∫
G

〈a · η, s · ξ〉s · ζ ds = TFM;ξ,a·ηζ

• W ∼= M, en particular dim(W ) <∞.

Aśı, para cualquier η ∈ M, TFM;ξ,η
ζ ∈ V fin.



Sea W =
⋂m

i=1{ξ ∈ V : pi (ξ) < εi} una vecindad de 0 ∈ V , donde
p1, . . . , pm son seminormas. Dado ξ ∈ V , existe una vecindad 1 ∈ U tal
que g · ξ − ξ ∈W ∀g ∈ U.
Sea δ ∈ C (G ) una función chipote tal que δ(Uc ) = {0} y

∫
G
δ = 1,

entonces para todo i

pi (Tδξ − ξ) = pi

(∫
G

δ(g)(g · ξ − ξ)dg

)
≤
∫

G

δ(g)pi (g · ξ − ξ)dg ≤ εi

i.e. Tδξ − ξ ∈W .
Como la integración I : C (G ; V ) −→ V es continua, existe una vecindad
W ′ de g 7−→ δ(g)g · ξ tal que I(W ′) ⊂W + ξ.

τ : C (G )× C (G ; V ) −→ C (G ; V ), τ(f , ψ) = f ψ

Aśı τ(δ,Rξ) ∈W ′. Por continuidad, existe Ω1 × Ω2 ⊂ C (G )× C (G ; V )
vecindad de (δ,Rξ) tal que τ(Ω1 × Ω2) ⊂W ′. Luego ϕ ∈ Ω1 para alguna
ϕ ∈ Calg (G ), de manera que τ(ϕ,Rξ) ∈W ′

=⇒
∫

G

ϕ(g)g · ξ dg = I(τ(ϕ, ξ)) ∈W + ξ

∴ Tϕξ − ξ ∈W y V fin ∩ (W + ξ) 6= ∅.



Corolario
Todas las representaciones irreducibles de G tienen dimensión finita.

Demostración.
Sea V una representación irreducible. Sabemos que

V = V fin

Fijemos 0 6= ξ ∈ V fin. Entonces existe W < V G -invariante de dimensión
finita tal que 0 6= ξ ∈W . Por irreducibilildad se sigue que W = V . En
particular dim(V ) <∞.

Corolario
Supongamos que todas las representaciones irreducibles de G tienen
dimensión 1, entonces G es abeliano.

Demostración.
Sea ϕ : G ↪→ GL(V ) una rep. irreducible, entonces dim(V ) = 1. Aśı
GL(V ) = C× es abeliano, luego ϕxyx−1y−1 = I ∀x , y ∈ G . Por lo tanto G
es abeliano.
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La estructura de Calg (G )

Teorema

1. Hay un isomorfismo de representaciones de G × G :

φ :
⊕

P

P ⊗ P −→ Calg (G )

η ⊗ ξ 7−→ FP;ξ,η

(1)

donde P vaŕıa en las representaciones unitarias irreducibles de
G .

2. P ⊗ P es una representación irreducible de G × G .

3. El isomorfismo (1) preserva productos internos, con

〈η1 ⊗ ξ1, η2 ⊗ ξ2〉 :=
1

dim(P)
〈η1, η2〉〈ξ1, ξ2〉



Demostración.

1. Si G y C (G ) por traslación izquierda, C (G )fin = Calg (G ). Aśı⊕
P

P⊗HomG (P; C (G ))
∼=−→
⊕

P

C (G )P = Calg (G ), ξ⊗f 7−→ f (ξ)

Por otra parte, consideremos

F : P −→ HomG (P; C (G ))

ξ 7−→ Fξ
, Fξ(η)(g) = 〈η, g · ξ〉

• g · Fξ(η)(a) = 〈η, g−1a · ξ〉 = 〈g · η, a · ξ〉 = Fξ(g · η)(a).

• Fλξ(η)(g) = 〈η, g · λξ〉 = λ〈η, g · ξ〉 = λFξ(η)(g) ∀λ ∈ C.
• Fξ = 0 =⇒ ||ξ||2 = Fξ(ξ)(1) = 0 =⇒ ξ = 0.

• Sea f ∈ HomG (P; C (G )), entonces
P −→ C
η 7−→ f (η)(1)

∈ P∗,

luego ∃ ξ ∈ P tal que f (η)(1) = 〈η, ξ〉 ∀η ∈ P. Aśı

Fξ(η)(g) = 〈η, g ·ξ〉 = 〈g−1·η, ξ〉 = f (g−1·η)(1) = g−1·f (η)(1) = f (η)(g)

• F es equivariante c.r. a la acción derecha de G sobre C (G ).



Demostración.

1. Si G y C (G ) por traslación izquierda, C (G )fin = Calg (G ). Aśı⊕
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1. Si G y C (G ) por traslación izquierda, C (G )fin = Calg (G ). Aśı⊕
P

P⊗HomG (P; C (G ))
∼=−→
⊕

P

C (G )P = Calg (G ), ξ⊗f 7−→ f (ξ)

Por otra parte, consideremos

F : P −→ HomG (P; C (G ))

ξ 7−→ Fξ
, Fξ(η)(g) = 〈η, g · ξ〉

• g · Fξ(η)(a) = 〈η, g−1a · ξ〉 = 〈g · η, a · ξ〉 = Fξ(g · η)(a).
• Fλξ(η)(g) = 〈η, g · λξ〉 = λ〈η, g · ξ〉 = λFξ(η)(g) ∀λ ∈ C.
• Fξ = 0 =⇒ ||ξ||2 = Fξ(ξ)(1) = 0 =⇒ ξ = 0.

• Sea f ∈ HomG (P; C (G )), entonces
P −→ C
η 7−→ f (η)(1)

∈ P∗,

luego ∃ ξ ∈ P tal que f (η)(1) = 〈η, ξ〉 ∀η ∈ P. Aśı

Fξ(η)(g) = 〈η, g ·ξ〉 = 〈g−1·η, ξ〉 = f (g−1·η)(1) = g−1·f (η)(1) = f (η)(g)

• F es equivariante c.r. a la acción derecha de G sobre C (G ).



1. ⊕
P ⊗ P

∼=

��

φ //⊕C(G)P = Calg (G)

⊕
P ⊗ HomG (P;C(G))

∼=

44

Como η ⊗ ξ 7−→ η ⊗ Fξ 7−→ Fξ(η) = FP;ξ,η, el diagrama conmuta.

2. Notemos que End(P1 ⊗ P2) ∼= End(P1)⊗ End(P2), luego

End(P1 ⊗ P2)G×G ∼= (End(P1)⊗ End(P2))G×G

donde
V G := {ξ ∈ V : g · ξ = ξ ∀g ∈ G}.

Pero
End(P1 ⊗ P2)G×G = EndG×G (P1 ⊗ P2)

y
(End(P1)⊗ End(P2))G×G = End(P1)G ⊗ End(P2)G .
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��
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44
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2. Notemos que End(P1 ⊗ P2) ∼= End(P1)⊗ End(P2), luego

End(P1 ⊗ P2)G×G ∼= (End(P1)⊗ End(P2))G×G

donde
V G := {ξ ∈ V : g · ξ = ξ ∀g ∈ G}.

Pero
End(P1 ⊗ P2)G×G = EndG×G (P1 ⊗ P2)

y
(End(P1)⊗ End(P2))G×G = End(P1)G ⊗ End(P2)G .



2. Luego

EndG×G (P1 ⊗ P2) ∼= EndG (P1)⊗ EndG (P2) = CIP1 ⊗ CIP2
∼= C

Sea P1 ⊗ P2
∼=
⊕k

i=1 V ni

i , donde ni ∈ N y Vi son irreducibles tales
que Vi 6∼= Vj si i 6= j . Entonces

EndG×G (P1 ⊗ P2) = HomG×G

 k⊕
i=1

V ni

i ,

k⊕
j=1

V
nj

j


∼=
⊕

i,j

HomG×G (Vi ,Vj )
ni nj

=
k⊕

i=1

EndG×G (Vi )
n2

i

=⇒ 1 = dim(EndG×G (P1⊗P2)) =
k∑

i=1

n2
i dim(EndG×G (Vi )) =

k∑
i=1

n2
i

Aśı ∃ j tal que nj = 1 y ni = 0 ∀i 6= j . Por lo tanto P1 ⊗ P2
∼= Vj .



3. Hay solamente un producto interno (G × G )-invariante sobre cada
P ⊗ P. Por tanto existe KP > 0 tal que

〈FP;η1,ξ1 ,FP;η2,ξ2〉 = KP〈η1, η2〉〈ξ1, ξ2〉 (2)

Sea {ei}n
i=1 una base ortonormal para P. Entonces

FP;ei ,ej (g) = Mij (g),

donde Mij (g) es la matriz unitaria representando la acción de g en

P. Por (2) obtenemos
∫

G
Mij (g)Mkl (g)dg = KPδikδjl .

Como Mij (g) = Mji (g−1) se sigue que

n∑
i=1

∫
G

Mij (g)Mij (g)dg =

∫
G

n∑
i=1

Mji (g−1)Mij (g)dg =

∫
G

dg = 1

y
n∑

i=1

KPδjj = KP dim(P) =⇒ KP =
1

dim(P)
.



Corolario

C (G/H) ∼=
⊕̂

P

P ⊗ P
H

Demostración.
Consideremos el mapeo

P
H −→ HomG (P;C(G/H))

ξ 7−→ Fξ
, Fξ(η)(gH) = 〈η, g · ξ〉

• aH = gH =⇒ g−1a ∈ H =⇒ g−1a · ξ = ξ =⇒ a · ξ = g · ξ.

• Sea f ∈ HomG (P; C (G/H)), entonces existe ξ ∈ P tal que
f (η)(H) = 〈η, ξ〉 ∀η ∈ P. Más aún, dado h ∈ H y η ∈ P

〈η, h · ξ〉 = f (η)(hH) = f (η)(H) = 〈η, ξ〉

=⇒ ξ ∈ P
H

. Además Fξ = f .

El resto se sigue como antes.



Ejemplo
Recordemos que Sn−1 ≈ O(n)/O(n − 1). Aśı

C (Sn−1) ∼= C (O(n)/O(n − 1)) ∼=
⊕̂

P

P ⊗ P
O(n−1)

Observación
Cualquier f ∈ Calg (G ) puede ser expandida como una suma finita

f =
∑

fP

donde fP está en la imagen de P ⊗ P y además

||f ||22 = ||
∑

fP ||2 =
∑ 1

dim(P)
||fP ||2,

donde ||f ||2 es la norma L2 y ||fP || la norma natural sobre P ⊗ P.

L2(G ) = Calg (G )
||·||2 ←→

{
{fP} :

∑ 1

dim(P)
||fP ||2 <∞

}



Caracteres

Corolario

1. Sean ϕ : G −→ GL(P) y ρ : G −→ GL(Q) representaciones
irreducibles. Entonces

〈χϕ, χρ〉 =

{
1, ϕ ∼ ρ,
0, ϕ 6∼ ρ.

2. Una representación de dimensión finita está determinada salvo
isomorfismo por su caracter.

3. ϕ : G −→ GL(P) es irreducible ⇐⇒ 〈χϕ, χϕ〉 = 1.

4. Los caracteres de las representaciones irreducibles generan un
subespacio denso de las funciones de clase sobre G , i.e. las
funciones continuas f tales que f (xyx−1) = f (y).



Demostración.

1. Supongamos que ϕ ∼ ρ, entonces existe T : P
∼=−→ Q tal que

Tϕg T−1 = ρg ∀g ∈ G . Aśı

Tr(ρg ) = Tr(Tϕg T−1) = Tr(TT−1ϕg ) = Tr(ϕg )

Por otro lado, sea β = {ei}n
i=1 una base o.n. para P. Se tiene

[ϕg ]β =

〈e1, ϕg (e1)〉 · · · 〈e1, ϕg (en)〉
...

. . .
...

〈en, ϕg (e1)〉 · · · 〈en, ϕg (en)〉


=⇒ 〈χϕ, χρ〉 =

∫
G

|Tr(ϕg )|2dg =

∫
G

∑
i,j

FP;ei ,ei (g)FP;ej ,ej (g)dg

=
∑
i,j

∫
G

FP;ei ,ei (g)FP;ej ,ej (g)dg =
∑
i,j

〈FP;ei ,ei ,FP;ej ,ej 〉

=
∑
i,j

〈ei ⊗ ei , ej ⊗ ej〉 =
∑
i,j

1

n
|〈ei , ej〉|2 =

n∑
i=1

1

n
= 1



1. Supongamos que ϕ 6∼ ρ. Si {vi}m
i=1 es una base o.n. de Q, entonces

〈χϕ, χρ〉 =

∫
G

∑
i,j

FP;ei ,ei (g)FQ;vj ,vj (g)dg =
∑
i,j

∫
G

FP;ei ,ei (g)FQ;vj ,vj (g)dg

Para i , j fijos, definimos

P
θ−→ Hom(Q,C)

x 7−→
(
y 7→

∫
G
〈x , ϕg (ei )〉〈y , ρg (vj)〉dg

)
Por otra parte

θ(x)(ρh−1(y)) =

∫
G

〈x , ϕg (ei )〉〈ρh−1(y), ρg (vj)〉dg

=

∫
G

〈x , ϕg (ei )〉〈y , ρhg (vj)〉dg

(a=hg)
=

∫
G

〈x , ϕh−1a(ei )〉〈y , ρa(vj)〉da

=

∫
G

〈ϕh(x), ϕa(ei )〉〈y , ρa(vj)〉da = θ(ϕh(x))(y)

Aśı θ es equivariante. Como P 6∼= Hom(Q,C) se sigue que θ = 0.



2. Sea ϕ ∼ n1ϕ
(1) ⊕ · · · ⊕ nsϕ

(s), entonces

χϕ(g) = Tr(ϕg ) = Tr(n1ϕ
(1)
g + . . .+ nsϕ

(s)
g ) =

∑
i

niχϕ(i)(g).

Luego

〈χϕ, χϕ(j)〉 =
∑

i

ni 〈χϕ(i) , χϕ(j)〉 = nj

∴ ϕ ∼ 〈χϕ, χϕ(1)〉ϕ(1) ⊕ · · · ⊕ 〈χϕ, χϕ(s)〉ϕ(s).

3.

||χϕ||2 =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑

i

niχϕi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=
∑

i

n2
i ||χϕi ||2 =

∑
i

n2
i

Aśı 〈χϕ, χϕ〉 = 1⇐⇒ ∃ j tal que nj = 1 y ni = 0 ∀i 6= j .



2. Sea ϕ ∼ n1ϕ
(1) ⊕ · · · ⊕ nsϕ

(s), entonces

χϕ(g) = Tr(ϕg ) = Tr(n1ϕ
(1)
g + . . .+ nsϕ

(s)
g ) =

∑
i

niχϕ(i)(g).

Luego

〈χϕ, χϕ(j)〉 =
∑

i

ni 〈χϕ(i) , χϕ(j)〉 = nj

∴ ϕ ∼ 〈χϕ, χϕ(1)〉ϕ(1) ⊕ · · · ⊕ 〈χϕ, χϕ(s)〉ϕ(s).

3.

||χϕ||2 =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑

i

niχϕi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

=
∑

i

n2
i ||χϕi ||2 =

∑
i

n2
i

Aśı 〈χϕ, χϕ〉 = 1⇐⇒ ∃ j tal que nj = 1 y ni = 0 ∀i 6= j .



4. Consideremos
L : P ⊗ P

∼=−→ Hom(P; P)

x ⊗ y 7−→ (p 7→ 〈p, x〉y)

∴ L((P⊗P)G ) = (L(P⊗P))G = Hom(P; P)G = HomG (P; P) = CIP

Además

L

∑
j

e
(P)
j ⊗ e

(P)
j

 (p) =
∑

i

〈p, e(P)
j 〉e

(P)
j = p ∀p ∈ P,

donde {e(P)
j }j es base o.n. de P. Aśı (P ⊗P)G = C ·

∑
j e

(P)
j ⊗ e

(P)
j .

Recordemos φ :
⊕

P ⊗ P −→ Calg (G ) está dada por
φ(η ⊗ ξ) = FP;ξ,η.

Sea t ∈
(⊕

P ⊗ P
)G

. Dados x , g ∈ G tenemos

φ(t)(x) = φ((g , g) · t)(x) = (g , g) · φ(t)(x) = φ(t)(gxg−1)

Por lo tanto φ(t) es una función de clase.



Rećıprocamente, si φ(t) es una función de clase, entonces

φ(t)(x) = φ(t)(gxg−1) = (g , g) · φ(t)(x) = φ((g , g) · t)(x) ∀x , g ∈ G

=⇒ t = (g , g) · t, es decir, t ∈
(⊕

P ⊗ P
)G

.

∴ {Funciones de clase en Calg (G )} = φ

(⊕
P

(P ⊗ P)G

)

= φ

⊕
P

C ·
∑

j

e
(P)
j ⊗ e

(P)
j


=

〈
φ

∑
j

e
(P)
j ⊗ e

(P)
j

〉

=

〈∑
j

F
P;e

(P)
j ,e

(P)
j

〉
= 〈χP〉



Ejemplo
Como S1 ≈ R/Z es abeliano, las únicas representaciones irreducibles de
S1 tienen dimensión 1.
Sea ϕ : R/Z −→ GL(C) una representación irreducible. Entonces
ϕ[x](ω) = f ([x ])ω para alguna función lineal continua f : R/Z −→ S1.

R

��

∃! f̃ // R

exp

��
R/Z

f
// S1

Existe una función continua f̃ : R −→ R tal que f ([x ]) = e2πi f̃ (x) ∀x ∈ R
y f̃ (0) = 0. Aśı f̃ es lineal, de modo que f̃ (x) = cx para alguna c ∈ R.
En particular

1 = f ([1]) = e2πi f̃ (1) = e2πic =⇒ c ∈ Z

∴ χϕ([x ]) = ϕ[x] = e2πicx ∀x ∈ R.

∴ C (S1) = 〈χP〉 = {
∑n

k=−n ak e2πik : n ∈ Z, ak ∈ C}
||·||∞

.



Observación
El ejemplo anterior muestra que hay tantas representaciones
irreducibles de S1 como números enteros.
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