El teorema de Peter-Weyl



Representaciones de grupos de Lie compactos
Definicion
Sea G un grupo de Lie compacto. Una representacién de G en un espacio
vectorial V' localmente convexo y completo, es un homomorfismo

. GxV — v
p: G — GL(V) tal que (8. — () =g ¢

es continua.

Observacién
Toda representacion ¢ : G — GL(V) de un grupo de Lie compacto G
tiene un producto interno G-invariante.

(& m) ::/G<g-f,g-n>dg

La representacion ¢ : R — GLy(R), t — ((1) {) no tiene productos

internos R-invariantes.

((0,2), (1,0)) = (1(0. 1), 91(1,0)) = ((1,1).(1,0)) = {(0,1), (1,0)) + (1, 0).(1,0))
= ||(1,0)|P =0=>(1,0) =0 !!



Ejemplos

1. Representacion regular derecha

R:G — GL(L*(G))  Ry: [%(G) — L%(G)
g— R, ’ f —  (x = f(xg))
2. Representacion regular izquierda
L:G— GL(L*(G)) Ly: [XG) — L?(G)
g L, ’ o (e flg™x)
3. Representacién birregular
,a): L*(G) — L%(G
o1 GxG — GL(L2(G), &) (f ) ks f((g,)lxa))
4.
st — S0(2)

N (Cos(t) —sen(t))

sen(t)  cos(t)



Construcciéon de representaciones
Sean ¢ : G — GL(V), p: G — GL(W) representaciones de G.

1. Suma directa

odp: G — GL(V & W)
g — ((v,w) = (pg(v), pg(w))

2. Producto tensorial

pRp: G — GL(V @ W)
g — (vewr pg(v)® pg(w))

G —  GL(Hom(V,W))
g — (T»—>pgoTog0g_1)

4. Representacion conjugada
p:G— GL(V)
g Yg



Definicion
® Una representacién V' # 0 es irreducible si V' no tiene subespacios
cerrados G-invariantes, excepto 0 y V.

® Dos representaciones ¢ : G — GL(P) y p: G — GL(Q) son
equivalentes si

Pe
_—

P P
Tiﬁ :lr
Q

Q Pg

Escribimos o ~ p o P = Q.
Lema de Schur
Sip:G— GL(P)y p: G — GL(Q) son representaciones irreducibles

de dimensién finita de un grupo de Lie G, entonces cualquier mapeo
equivariante f : P — @ es invertible 6 f = 0. Ademas

1. Si ¢ o p, entonces Homg(P; Q) = 0;
2. Si ¢ = p, entonces f = Al con A € C.



Proposicién

Sean ¢ : G — GL(P) y p: G — GL(Q) representaciones
irreducibles de dimension finita.

1, P
1. dim(Homg(P,Q)) =< @,
0, P%Q.
2. Si G es abeliano, entonces dim(P) = 1.

3. Hay un dnico producto interno G-invariante sobre P, salvo
mdltiplo escalar.

Demostracion.

1. Sea T : P — @ un isomorfismo tal que pg; T = Ty,
Vg € G.Si f € Homg(P, Q), entonces T"tof: P — Pes
equivariante, de modo que 3\ € C tal que T~ 1o f = A,
luego f = AT.



2. Sea a € G, entonces

PaPg = Pag = Pga = PgPa Vg eG

= d A, € C tal que p; = A,l.
Ahora sea 0 # x € P fijo y k € C, entonces

wa(kx) = Ajkx € C - x

SC-x=P.

3. Sean (, ),(, ) dos productos internos G-invariantes sobre P.
Existe un operador lineal L : P — P tal que (x,y) = (Lx,y)
Vx,y € P. Dados g € Gy x,y € P, se tiene

(L(g-x).8y)=(gx,8y)=(xy)=(Lx,y) = (g Lx,8y)

Asi L(g - x) = g - Lx. Por tanto, existe A\ € C tal que L =\l y
(x,y) =Ax,y) V¥x,y €P.
L]



Proposicién
Sea V una representacién de un grupo de Lie compacto G y sea
W un subespacio G-invariante. Entonces W+ es un subespacio
G-invariante.

Demostracion.
Seaxec WL, yec Wyge G, entonces

(g-xy)={(x,gt y)=0
V=WaoWwWk

Corolario

Sea G un grupo de Lie compacto y sea ¢ : G — GL(V) una
representacion de dimension finita. Entonces existen
representaciones irreducibles Vi, ..., V) tales que



Definicién
Sea V' una representacion de G. Si P es una representacion irreducible de
G de dimensidn finita, definimos la parte isotipica

Equivalentemente, es la imagen de la inclusién

wp: P® Homg(P;V) < V
EQfF = ()

® SeaW <V talque W=P.Siv: W — V eslainclusiony £ € W,
entonces £ = myw(§ ® ). Asi W C Im(mw) = Im(wp) y por lo tanto
Vp - /m(ﬂ'p).

® Ahora sea f € Homg(P; V). Como
Homg(P; V) = Homg (P; @ W) = Homg <P; @ W> ,
w Wx~p

Im(f) CD=p W = Vp, luego Im(mp) C Vp.



Definicién
Sea ¢ : G — GL(V') una representacion de dimension finita. El caracter
de ¢ es la funcion x, : G — C definida por x,(g) = Tr(pg) Vg € G.

Observacién
El caracter x, no depende de la base de V, pues si B y v son dos bases
de V, entonces

[pgls = A g, A Ve €G
para alguna A € GL,(C), luego Tr([¢glg) = Tr([¢ely) Vg € G.

Ejemplo
St — 50(2)
Sea ’ ot <cos(t) —sen(t)) = X, (e') = 2cos(t)
sen(t)  cos(t)

Observacién
Sea p: G — GL(V) una representacién de dimension finita y sea

B ={vi,...,vn} una base o.n. de V, entonces x,(g) = >_1(vi, pg(vi))-

(vi,pg(1)) -+ (vi, pg(vi))

[Pg]/ﬁ‘ = -
<V"1pg(vl)> U <V’77pg(Vn)>



Una funcidn representante es una funcién de la forma
G—C,  Fuen(g) = (0 9g(S))

donde ¢ : G — GL(M) es una representacién unitaria de dimensién

finitay &,n € M.
Las funciones representantes forman una subélgebra C,5(G) de C(G):

(FMyem + P eo,m,)(8) = (11, 02(€1)) + (M2, pe(§2))
e = ((n1,7m2), (0 ® p)g(&1,62))

= FM1®M2;§1€B§2,7]1@772 (g)

(Fthlﬂh : FMz,Ezmz)(g) = <771790g(£1)><772apg(£2)>
. = (m @, (¢ @ p)g(&1 ® &2))

= FM1®M2;€1®§27771®772(g)

* Mumam = Fvyeoam = Fﬂl,)\gl,m

Definicion
Sea V' una representacion de G. Definimos los vectores G-finitos por

Viin = {¢ € V : € estd en algiin subespacio G—invariante de dim. finita de V'}



Teorema '
Si G ~ C(G) por traslacién izquierda, entonces C(G)™ = C,z(G).

Demostracidn.

Supongamos que f € W para algun subespacio W de dimensién finita
G-invariante de C(G).

Sea 8 ={fi,...,f,} una base ortonormal de W con f; = f y sea
¢ 5 GL(W)
g — (=X Mi(g)f)

la restriccién de la accién G ~ C(G). Entonces

flg) = Le(F)(1) =g - A1) = Z Mj(g™") Z Mj(g

Como G —+ GL(W) esta dada por g — (M;i(g)): se sigue que
f e Cl(G).



Teorema (Peter-Weyl)

C(G)" es denso de C(G) para la topologia de convergencia uniforme.

Lema
Sea G un grupo de Lie compacto. Para toda vecindad U de 1 € G, existe
una funcién continua § : G — R tal que:

1. 0(x) >0Vx e G,
2. 0(x)=0vVx¢g U,
3. 3(x) =d(x"H) Vx € G,

R

§
¢

Demostracién.
Como G es normal, existe f : G — R continua tal que f(x) >0
Vx € G, f(1)=1yf(U) ={0}.

Definimos )

5(x) = = / (Flaxg ™) + Flax g ))dg

N



Teorema (Peter-Weyl)

C(G)" es denso de C(G) para la topologia de convergencia uniforme.

Demostracién.

Sea f € C(G) y € > 0. Entonces existe una vecindad 1 € U tal que
U=U1ly|f(x)—f(y) <eVxly e U.

Sea § : G — R™ una funcién continua tal que supp(§) C U,
S(x)=6d6(x1)VxeGy [ 6=1.

Ahora consideremos el operador K : C(G) — C(G), definido por

_ (a=xg) -1 _ -1
- /G 5(g)f (xg)dg = /G F(2)5(xLa)da = /G F(2)5(a~1x)da

Dado x € G, tenemos

K70~ 7091 = | [ ae) o) — (s \/m xg—f())dg]

< /G 5(8)|f(xe) — F(x)|dg < ¢ / 5(g) =




Sean f,h € C(G)
(KfF, h):/Kf(x x)dx_//(5 f(a)h(x)da dx
:/G/Gd(a_ x)f(a)h(x)dx da:/G)"(a)Kh(a)da:(f7 Kh)

Por lo tanto K es autoadjunto. También K es compacto.
Notemos que

K(g - £)(x) = /G 5(a1x)F(g1a)da = /G 5(s~Lg~1x)F(s)ds = (g - KF)(x)
Asi,si Kf =\f = K(g - f) =g - Af = Xg - f) i.e. E5 es G-invariante.

Dada f € C(G), sea {f,}n>1 un conjunto o.n. de eigenfunciones de K
con correspondientes eigenvalores {\,},>1, entonces

Kf_Z)\ (f.f)fr e P Ex, € C(G)™

n>1



Teorema de Peter-Weyl

Teorema
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. La parte isotipica Vp es un subespacio cerrado de V' y
V=@V,
P

donde P varia en todas las representaciones irreducibles de G
de dimension finita.

2. Cualquier grupo de Lie compacto G, es isomorfo a un
subgrupo de un grupo unitario.

w:G— U(n)

3. GCag(G) es un subanillo denso de C(G) para la topologia de
convergencia uniforme.



3. = 2. Sea g € G\ {1}. Entonces existe f : G — R continua tal que
f(g) # f(1). Dado que C(G) = G,;(G), existe una representacion
PG — GL(V4) y &,m € Wi tales que

fg) — f(1)]
2

||FV1;§1>771 - fHOO <

Notemos que <7717pg (51» = FV1;€1’7]1(g) i FV1;51,771(1) = <7717§1> pues
1£(g)—f(1)| < [£(8)—Fviser,m (&) H|Fvaigrm (1) —=F (L) < 2[|Fugserm—flloo

Asi kerp®) C G. Si kerp®) # {1} tomamos g’ € kerp®M \ {1} y
p@ : kerp(t RN GL(V») representacién con kerp™M) N kerp® C kerp®).
Contmuamos con este proceso

kerp(l) 2 kerp(l) N p(z) 2 kerp(l) N kerp(z) N kerp(3) 2...
Existe N € N tal que kerp®) N ... N kerp™) = {1}, luego

Mo apM: G = GLVI®---® W)
(1)

pg DY 0

g~ [ o
N

0o - pM



2. = 3.

® Sea p: G — GL(V) una representacion fiel. Sean g # h,
entonces pg # pp. Asi

Fvien(g) = (n,pg(8)) # (0, pn(&)) = Fvien(h)

para algunos n,£ € V.

® C,5(G) contiene a las funciones constantes. Basta considerar
la representacién

G— GL(V), g+ 1

® Fvien = Fyge,, € Gag(G).

. Cog(G) = C(é).

1. — 3.

Cae(G) = C(6)™ = D C(G)p = C(G) = Cag(G)
P



3. = 1. Para toda f € C(G) definimos

Tfﬁ\/—>\/7 TffZ/Gf(g)gfdg

Sea M < V una representacién unitaria de dimensién finita de G, £ € M
y ( € V. Sea

W :={Tg,.,C:nEeM}CV

° TFM;E-JHC + TFM:E,WQC = TFM:E,T/1+772C V7717772 € M
° )\TFM;S,TIC = TFM;E,)\WC V)\ € (C y 77 € M

3 Thye,C = /G<777g &)ag - dg "= /GW als-€)s-(ds

= [Gonsgs-cds=Tr, ¢
e W = M, en particular dim(W) < oo.

Asi, para cualquier n € M, Tf,,. . C € V/fin



Sea W =N_,{¢ € V:pi(€) < &;} una vecindad de 0 € V, donde
P1,- .-, Pm son seminormas. Dado & € V/, existe una vecindad 1 € U tal
queg-& - WVgeU.

Sea § € C(G) una funcién chipote tal que 5(U°) = {0}y [, =1,
entonces para todo |

pi(Ts —€) = p ( / 6(g)(g~£—£)dg) < [ se)nle-c—o)de <

ie. Ts€—E&eW.
Como la integracién Z : C(G; V) — V es continua, existe una vecindad
W’ de g — 6(g)g - € tal que Z(W') C W + €.

7:C(G) x C(G; V) — C(G; V), 7(f,)="F¢

Asi 7(6, Re) € W'. Por continuidad, existe Q1 x Q, C C(G) x C(G; V)
vecindad de (9, Re) tal que 7(Q1 x Q) C W’. Luego ¢ € € para alguna
¢ € Cag(G), de manera que 7(p, Re) € W/

:»/sa(g)g-sdgzzw,s)) eW ¢
G

LT EEW Y VIO (W +€) £0. O



Corolario
Todas las representaciones irreducibles de G tienen dimension finita.

Demostracion.
Sea V una representacién irreducible. Sabemos que

V = Vfin

Fijemos 0 # ¢ € Vfin. Entonces existe W < V' G-invariante de dimensién
finita tal que 0 # £ € W. Por irreducibilildad se sigue que W = V. En
particular dim(V) < oo, O



Corolario
Todas las representaciones irreducibles de G tienen dimension finita.

Demostracion.
Sea V una representacién irreducible. Sabemos que

V = Vfin

Fijemos 0 # ¢ € Vfin. Entonces existe W < V' G-invariante de dimensién
finita tal que 0 # £ € W. Por irreducibilildad se sigue que W = V. En
particular dim(V) < oo, O

Corolario
Supongamos que todas las representaciones irreducibles de G tienen
dimensidn 1, entonces G es abeliano.

Demostracion.

Sea ¢ : G < GL(V) una rep. irreducible, entonces dim(V) = 1. Asi
GL(V) = C* es abeliano, luego ¢,y x-1,-1 = | Vx,y € G. Por lo tanto G
es abeliano. O



La estructura de C,;,(G)

Teorema

1. Hay un isomorfismo de representaciones de G x G:

¢: PP P — Cug(6)
P (1)
nREr— Fpey
donde P varia en las representaciones unitarias irreducibles de
G.
2. P ® P es una representacion irreducible de G x G.

3. El isomorfismo (1) preserva productos internos, con

1
(M ®&,m &) = dim(P) (m,m2) (€1, €2)




Demostracion.
1. Si G ~ C(G) por traslacién izquierda, C(G)™ = C,z(G). Asi
P PeHome(P; C(G)) —» @C p= Cog(G), ERf — £(€)
P
Por otra parte, consideremos

F: P — Homg(P; C(G))

£ Fe , Fe(n)(g) = (g9

* g-Fe(n)(a)=(ngta-&) =(g-na-& = Fe(g-n)a).



Demostracion.
1. Si G ~ C(G) por traslacién izquierda, C(G)™ = C,z(G). Asi

P PeHome(P; C(G)) —» @C p= Cog(G), ERf — £(€)
P

Por otra parte, consideremos

F: P — Homg(P; C(G))

fl—) F§
* g-Fe(n)(a)=(ng 'a-& =(g-na-& = Fe(g-n)(a)
* Fxe(n)(g) = (n.g-A&) = An,g- &) = AFe(n)(g) VA€ C



Demostracion.

1. Si G ~ C(G) por traslacién izquierda, C(G)™ = C,z(G). Asi

P PeHome(P; C(G)) —» @C p= Cog(G), ERf — £(€)
P

Por otra parte, consideremos

CE RO R - e
* g Fe(n)a)=(ng ta-&)=(g-ma & ="Flg
Fse(n)(g) = (n.& - X&) = A(n, g - &) = AFe(n)(g) VA
Fe=0=[[¢|]* = Fe(¢)(1) =0 = ¢ =0.

Sea f € Homg(P; C(G)), entonces "; : f(T;[):(l) € P*,
luego 3 £ € P tal que f(n)(1) = (n,&) Vn € P. Asi

)()

Fe(n)(g) = (n.g€) = (g 'n,&) = flg " n)(1) =g F(n)(1) = f(n)(g)



Demostracion.

1. Si G ~ C(G) por traslacién izquierda, C(G)™ = C,z(G). Asi

P PeHome(P; C(G)) —» @C p= Cog(G), ERf — £(€)
P

Por otra parte, consideremos

F: P — Homg(P; C(G))

£ Fe , Fe(n)(g) = (g9

* g Fe(n)(a)=(ng ta-§) =(g-nag=Flg:
Fse(n)(g) = (n.g - A§) = A(n, g - &) = AFe(n)(g) VA
Fe=0=[[¢|]* = Fe(¢)(1) =0 = ¢ =0.

Sea f € Homg(P; C(G)), entonces "; : f(T;[):(l) € P*,
luego 3 & € P tal que f(n)(1) = (n,§) Vn € P. Asi

Fe(n)(g) = (n.g€) = (g 'n,&) = flg " n)(1) =g F(n)(1) = f(n)(g)

® F es equivariante c.r. a la accién derecha de G sobre C(G).

)()



dPeP

:i

@ P ® Homg(P; C(G))
Como nn ® & — n® Fe — F¢(n) = Fp.¢q, el diagrama conmuta.

D C(G)r = Cop(G)

IR



dPeP
@ P ® Homg(P; C(G))
Como nn ® & — n® Fe — F¢(n) = Fp.¢q, el diagrama conmuta.
2. Notemos que End(P; ® P,) = End(P;) ® End(P>), luego

D C(G)r = Cop(G)

IR

End(Py ® P2)®*¢ = (End(Py) ® End(P,))¢*°

donde
Ve ={¢eV:g-£=¢ VYgeG}
Pero
End(P; ® P>)°*¢ = Endgyc(P1 @ Ps)
y

(End(Py) ® End(P,))¢*¢ = End(Py)® ® End(P)°.



2. Luego
Endgxg(Pl & Pz) = Endg(Pl) ® Endg(Pz) =Clp, @Clp, = C

Sea P ® P, = @f-;l V™, donde n; € Ny V; son irreducibles tales
que V; 22 V; si i # j. Entonces

k

K
Endcxc(P1 ® Pp) = Homgx g @ v, @ \/j”/
i=1 j=1

= P Home x6(Vi, Vj)"™

k
=P Ende (V.
i=1
k k
= 1= dim(Endgxc(P1®P,)) = > n? dim(Endgxc(Vi)) = n?
i=1 i=1

Asidjtal que nj=1y n; =0Vi#j. Porlotanto Pi® P, = V.



3. Hay solamente un producto interno (G x G)-invariante sobre cada
P ® P. Por tanto existe Kp > 0 tal que

<FP:771,517 FP;772,52> = Kp(n1,7m2) (&1, &2) (2)
Sea {e;}"_; una base ortonormal para P. Entonces
FP;ei,ej(g) = Mij(g),

donde Mj;(g) es la matriz unitaria representando la accién de g en
P. Por (2) obtenemos [ M;(g)Mu(g)dg = Kpdidj.

Como M;(g) = M;i(g?) se sigue que

;/GM”(g)M"f(g)dg = /G; Mi(g~)M;(g)dg = /G dg =1

1
dim(P)’

n
y ZKP(SJ-J- = Kpdim(P) = Kp = O

i=1



Corolario

C(G/H) = @P@P

Demostracion.
Consideremos el mapeo

P" — Home(P; C(G/H))

o Fe(n)(gH) = (n,g- &)

° aH:gH:>gfla€H:>gfla~£:§:>a'§:g~£.

® Sea f € Hom¢(P; C(G/H)), entonces existe £ € P tal que
f(n)(H) = (n,&) Vn € P. Mas aiin, dado he Hyn e P

(n, h-&) = f(n)(hH) = f(n)(H) = (1,£)

— ¢ e P Ademés F, = f.

El resto se sigue como antes.



Ejemplo
Recordemos que S™1 ~ O(n)/O(n —1). Asi

C(s"Y) = C(0(n)/O(n — 1)) = PP & PO

Observacién
Cualquier f € C,g(G) puede ser expandida como una suma finita

fF=> fp

donde fp estd en la imagen de P ® P y ademds

1
IF15 = ||ZfP||2 = ZWT(P)WP||27

donde ||f||» es la norma L2 y ||fp|| la norma natural sobre P @ P.

2(6) = Cap(@) " s { e X sl < o



Caracteres

Corolario

1. Sean ¢ : G — GL(P) y p: G — GL(Q) representaciones
irreducibles. Entonces

<X X>: 17 (’pr\zp7
TR0, .

2. Una representacion de dimensién finita estd determinada salvo
isomorfismo por su caracter.

3. ¢ : G — GL(P) es irreducible <= (x,, Xx,) = 1.

4. Los caracteres de las representaciones irreducibles generan un
subespacio denso de las funciones de clase sobre G, i.e. las
funciones continuas f tales que f(xyx™1) = f(y).



Demostracion.

1. Supongamos que ¢ ~ p, entonces existe T : P =5 Q tal que
Tos T =p, Vg € G. Asi

Tr(pg) = Tr(To, T = Tr(TT o) = Tr(pg)
Por otro lado, sea 5 = {e;}7_; una base o.n. para P. Se tiene

(e1,pg(e1)) -+ (er,pg(en))
[l = .
(enspgler)) -+ (en pg(en))

= (X¢» Xp) / | Tr(0g)|dg = /ZFP ee.(8)Fpie.c(€)dg
= Z/ Fpie.ci(8)Fpie.c/(&)dg = Z<FP?€‘/‘;€‘/‘7 Fpiee)
— JG —
i i

:Z(e;@e;,q@e,-)zz el7ej Z

i i i=1



1. Supongamos que ¢ % p. Si {v;}, es una base o.n. de Q, entonces

XgaaXp /ZFPee FQvJvJ dg Z/FPee FQvij( )d

Para i, fijos, definimos

P % Hom(Q, C)
x = (v Jolxpa(e)) . pe(w)) de)

Por otra parte
00 (Pr-1(y)) = / (x, 05(e)) (prs (7): P () dg
- / (x, 0s(e)) 1y pre () e
(a=hg) x. 0r-1.(eN Ty pa(vi)) v
& /G< < on1,(e)) v, pa(v)) da
= /G<s0h(><)7soa(ef)><y7 pa(v;))da = 0(2n(x))(y)

Asi 6 es equivariante. Como P % Hom(Q, C) se sigue que 6 = 0.



2. Sea ¢ ~ meM @ - & ngl®) entonces

Xeo(8) = Tr(wg) = Tr(meM + ...+ ) = > mix,0(g)-

Luego
(Xer X)) = > 1ilX o0, X)) = 1j

i

20~ (X X)W @ -+ B (Xpr Xpto) 0.



2. Sea ¢ ~ meM @ - & ngl®) entonces

Xe(8) = Tr(g) = Tr(me® + ...+ nl)) Z nix o0 (

Luego
(Xes X)) = Z i (X, X)) = Nj

i

20~ (X X)W @ -+ B (Xpr Xpto) 0.

Ixell* =

ZW, =3 Rl =3
i i

Asi (XpyXp) =1<= Fjtalquenj=1y n =0Vi#j.




4. Consideremos B N
L:P®P — Hom(P; P)

x@y— (pr (p,x)y)
S L((PeP)¢) = (L(P®P))C = Hom(P; P)¢ = Hom¢(P; P) = Clp

Ademas

(Ze (P)) ()= (p.e)ef =p VpeP,

i

donde {e}P)}j es base o.n. de P. Asi (P@ P)¢ =C-}_; ej(P) ® efp).

Recordemos ¢ : @ P ® P — C,z(G) estd dada por
(@ &) = Fpiey.

Seate (PP® P)G. Dados x, g € G tenemos

$(t)(x) = 6((g.8) - t)(x) = (g.8) - $(t)(x) = &(t)(gxg ")

Por lo tanto ¢(t) es una funcién de clase.



Reciprocamente, si ¢(t) es una funcién de clase, entonces

#(t)(x) = o(t)(gxg ) = (g,8) - H(t)(x) = ¥((g,8) - t)(x) Vx,g € G

= t=(g,8) t esdecir, tc (PP® P)G.

.. {Funciones de clase en C,;g(G)} = ¢ <@(P® P)G>

P

=¢ (@(C : Z efP) ® e}P)>
P J

()
J

= <Z FP;e(P),e(P)>
; (A

= (xp)



Ejemplo

Como St = R/7Z es abeliano, las dnicas representaciones irreducibles de
St tienen dimensién 1.

Sea p : R/Z — GL(C) una representacién irreducible. Entonces
¢x(w) = F([x])w para alguna funcién lineal continua f : R/Z — S*.

R - SR
R/Z ——S!

Existe una funcién continua f : R — R tal que f([x]) = e2™f(0) vx € R
y £(0) = 0. Asi' f es lineal, de modo que f(x) = cx para alguna c € R.
En particular

([1]) 27r/f 1) _ e27TlC —ce?

X¢([X]) =@ = ™ x € R.
" C(Sl) <XP> = {Zk, n ake2”’k neZ,a; € (C}

II- ||oc



Observacién
El ejemplo anterior muestra que hay tantas representaciones
irreducibles de S* como niimeros enteros.
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