Algebras de von Neumann



Representaciones
Definicion
Sea G un grupo topoldgico. Una representacion de G en un

espacio vectorial V' localmente convexo y completo, es un
homomorfismo ¢ : G — GL(V) tal que

GxV — 74
(g:x) — @gx)=g"x

es continua.

Observacién
Toda representacion ¢ : G — GL(V') de un grupo compacto G
tiene un producto interno G-invariante.

(o)) = /G (g xg-y)de

({on(x), en(y))) = [5{gh x,gh-y)dg = [s(a-x,a-y)da = ((x,y))



Ejemplos
1.

st — GL(R?)
N (cos(t) —sen(t))

€ sen(t)  cos(t)

2. Representacion regular derecha

R: G — GL(C(G)) R,: C(G) — C(G)
z— R, ’ f —  (w = f(wz))
3. Representacién regular izquierda
L:G— GL(C(G)) L,: C(G) — (G
z— L, ’ fooo— (wef(z7'w))

4. Suma directa

GL(V & W)

pdp: G —
g — ((v,w) = (0g(v), pg(w))



Definicién
Sean ¢ : G — GL(V) y p: G — GL(W) representaciones

® Un subespacio U < V es G-invariante si pg(U) C U para
todo g € G.

® Una representacion V' # 0 es irreducible si V' no tiene
subespacios cerrados G-invariantes, excepto 0 y V.

®  y p son equivalentes si

v

4
T | "_“\LT

W——Ww
Pg

Es decir, T(pg(x)) = pg(Tx) para todoge G yxe V.
Escribimos ¢ ~po V=2 W.



Proposicién

Sea V una representacién de un grupo compacto G y sea W un
subespacio G-invariante. Entonces W+ es un subespacio
G-invariante.

Demostracion.
Seaxec WL, yec Wyge G, entonces

(g-xy)={(x,gt y)=0
V=WaoWwWk

Corolario

Sea G un grupo compacto y sea ¢ : G — GL(V') una rep. de
dimensién finita. Entonces existen representaciones irreducibles
Vi,..., Vi tales que



Ejemplo

> no tiene

. 1
La representacion ¢ : R — GL(R?), t — (0 ;

productos internos R-invariantes.

((0,1),(1,0)) = (1(0,1), ¥1(1,0))
((1,1),(1,0))

((0,1),(1,0)) +((1,0),(1,0))
— [|(1,0)|]? =0 = (1,0) =01

1
1

Notemos que p:(R - 1) CR - e; para todo t € R.
Sea0#V < R? R-invariante tal que R? =R - e; @ V, entonces
V =R (x,y) para algiin (x,y) € R?. As/

p1(x,y) = (x+y,y) = Ax,y) =y =0

SV =R-¢g



Motivacién
Sea H un espacio de Hilbert y G grupo localmente compacto.
a:G— GL(H)

una representacion unitaria.
H= v
icl

Supongamos que existe W < H un subespacio G-invariante cerrado,
entonces H = W @& W+. Entonces la proyeccién

Pw:H— W, X+yr—x
es equivariante y satisface Py, = Py = PZ,.
Reciprocamente, si P : H — H es una proyeccién equivariante, la

imagen P(H) C H es un subespacio G-invariante cerrado.

Determinar todas las proyecciones equivariantes P: H — H



Operadores acotados
Sea H un espacio de Hilbert, denotamos por B(H) el dlgebra de
operadores acotados en H. Para T € B(H), definimos
[|T|| =sup{|| Tx|| : ||x|| <1} y el adjunto de T*: H — H,
caracterizado por
(v, T*w) = (Tv,w)
Ejemplo

Sea (X, ) un espacio compacto y f € L*>°(X). Consideremos el operador
Mg¢(h) = fh para h € L?(X).
MBI = [ 1F6oRCORdr < 171 [ 1hGORdn — [1Me] < 1]

Supongamos que ||M¢|| < ||f||cc, entonces ||f|| — € > ||Ms|| para algtin
e>0, luegod Y C X tal que u(Y) >0 y |[f(x)] > |[|Mf|]| +e Vx €Y.

= [[MlPu(Y) = |IMe () = /X |F()xy (x)Pdp

z/X<||Mf||+e)2><y(x>du:(||Mf||+e)2u(v) I



Proposicién

Sean T,L € B(H) y A € C. Entonces
L (L+ Ty =L+ T

2. (A\T)* = X

4. ||T*T||—||TT*||—HT||2

5 (TL)* =L*T*

Definicién

Dado S C B(H), definimos el conmutante de S como

S :={TeB(H): TL=LTVLe S}



Observacion
1. S’ es una subalgebra de B(H):
Sean T, T, € S’ y L € S, entonces
* (M4+TN)L=TL+Tl=LT1i+ LT, =L(T1 + Ty).
* (iTL)L=(TWD)T, = L(T1 Ty).
2. Si S es estable bajo la operacion T — T*, entonces S’
también lo es.
En efecto, dados T € S' y L € S, tenemos
T*L=(L*T) =(TL*)* = LT*
T e S



Observacion

1. S’ es una subalgebra de B(H):
Sean T, T, € S’ y L € S, entonces

* (M4+TN)L=TL+Tl=LT1i+ LT, =L(T1 + Ty).
* (iTL)L=(TWD)T, = L(T1 Ty).
2. Si S es estable bajo la operacion T — T*, entonces S’
también lo es.
En efecto, dados T € S' y L € S, tenemos

T*L=(L*T) =(TL*)* = LT*
S Tre S
Dada una representaciéon unitaria
a: G — GL(H) C B(H)
Determinar las proyecciones que pertenecen al conmutante

a(G) ={T €B(H): Tag =a,T Vg € G}



Topologias

Definicién
® [a topologia fuerte sobre B(H) es la topologia localmente
convexa generada por las seminormas || ||x ¥x € H, donde

Tl =TI, T e B(H).

Thn— T <= ||Tpx—Tx|| — 0 VxeH.

® [a topologia débil sobre B(H) es la topologia localmente
convexa generada por las seminormas || ||x,, para x,y € H,

donde
7]

X,y = [(Tx, y)|, T € B(H).

Th — T <= (Tox,y) — (Tx,y) Vx,y € H.



Observacién
La convergencia fuerte implica la convergencia débil:
Sea T, — T y x,y € H, entonces

(Tax,y) = (T, )| = [((Ta = T)x, )| < ([T = TI[ {Ix{] [lyll — 0

La topologia débil es estrictamente mas débil que la topologia fuerte:
Sea n € N, definimos

T, : L2(SY) — L2(SY), Tof(t) := e f(t)
Notemos que
(Tuf.) = [ T (@)a@iet = [ e rle)etoian =5 0
Por otro lado
IR = [ e rePae = [ 7R = I

Asi || Tol| = 1 /— 0.




El teorema del doble conmutante

Teorema (von Neumann)

Sea H un espacio de Hilbert y A C B(H) una subalgebra-x. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1.
2. Tenemos A= A".

3.

4. El dlgebra A es cerrada en la topologia débil sobre B(H).

Existe S C B(H) tal que A=S'.

El dlgebra A es cerrada en la topologia fuerte sobre B(H).



El teorema del doble conmutante

Teorema (von Neumann)

Sea H un espacio de Hilbert y A C B(H) una subalgebra-x. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

. Existe S C B(H) tal que A=S'.
Tenemos A = A".

. El dlgebra A es cerrada en la topologia fuerte sobre B(H).

[y

. El dlgebra A es cerrada en la topologia débil sobre B(H).

Demostracion.
1. — 2.
SiA=5' entonces S C S” = A’ de donde A” C §' = A.

Definicién
Un algebra de von Neumann es una subdlgebra-« A C B(H)
satisfaciendo alguna de las condiciones del teorema.



Ejemplo

Si (X, u) es loc. compacto, L°°(X) es un dlgebra de von Neumann.



Ejemplo

Si (X, u) es loc. compacto, L°°(X) es un dlgebra de von Neumann.
Proposicién

Sea A C B(H) una subdlgebra estable bajo la operacion T — T*.

Entonces el conmutante A’ C B(H) es un dlgebra de von Neumann.

Demostracién.
Sea {T,}, C A’ tal que T, > T. Entoncespara L€ Ay x,y € H

tenemos
<(TL - LT)X7}/> :<TLX7y> - <LTX7y>

=(Tlx,y) — (Tx,L*y)
=Im((Talx, ) = (Tox, L))
=lim{(ToL — LTa)x,y) =0

Por lo tanto TL=LT ie. T € S'.

Ejemplo

Sea oo : G —» GL(H) C B(H) una representacion unitaria. Entonces
a(G) C B(H) y a(G)" C B(H) son dlgebras de von Neumann, pues
oy = g1 € a(G) paratodog € G.



Algebra de grupo
Definicién
Sea a: G — GL(H) C B(H) una representacién unitaria. El algebra de
grupo de von Neumann de o es o(G)".

Observacién

a(G)" es el dlgebra de von Neumann mds pequefia conteniendo a
a(G) C B(H).

Si A es un dlgebra de von Neumann tal que a(G) C A, entonces
A Ca(G) yasia(G) C A" = A.

Ejemplo

Sea G un grupo localmente compacto. Consideremos la representacion
regular izquierda

. 2 Lg: L[X(G) — L2(G)

L: 6 — B(L(6)), Fos (xo flg)

El dlgebra de grupo de von Neumann L(G)" C B(L?(G)) se conoce como
el algebra de grupo de von Neumann de G.



Ejemplo
Si G es un grupo finito, el dlgebra de grupo de von Neumann de G
es semisimple y tiene dimension finita

L(G)" = Mn(C)& - & M,,(C)



Ejemplo
Si G es un grupo finito, el dlgebra de grupo de von Neumann de G
es semisimple y tiene dimension finita

L(G)" = Mn(C)& - & M,,(C)

Ejemplo
Sea (X, ) un espacio localmente compacto.

L*®(X) <= B(L*(X))
o= (s

Teorema

Cada dlgebra de von Neumann conmutativa actuando en un
espacio de Hilbert separable H es isomorfa a L*>°(X), donde (X, )
es un espacio loc. compacto.



Ejemplo

Sea G un grupo abeliano localmente compacto y sea

A C B(L%(G)) su dlgebra de grupo de von Neumann. Entonces A
es conmutativa. Ademds

A= 1(GY),

donde GY := {p : G — S' : ¢ es un homomorfismo continuo}
Por ejemplo

e RV~R

o 7V Sl

o (SHyYV=z

e (R*)VZ/2xR



Factores

Definicién
Decimos que un dlgebra de von Neumann A C B(H) es un factor
siANA =ClI.

Teorema
Sea A C B(H) un factor. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. El digebra de von Neumann A tiene una representacion
irreducible.

2. El dlgebra de von Neumann A es isomorfa a B(W), para
algtin espacio de Hilbert W.

Definicién
Un dlgebra de von Neumann que satisface las condiciones del
teorema anterior se conocen como factor de tipo .



Teorema
Si A es un factor de tipo I, entonces cada representacion de A es
una suma directa de representaciones irreducibles.

Teorema

Sea G un grupo algebraico lineal reductivo sobre R y sea A su
algebra de grupo de von Neumann. Entonces A puede ser escrito
como una integral directa |. x Ax de factores Ay de tipo I.



