
Álgebras de von Neumann (Lectura 11)



Teorema
Cualquier isomorfismo-∗ entre álgebras de von Neumann es
ultradébilmente continuo.

Teorema
Sea φ : A −→ B un homomorfismo-∗ entre álgebras de von
Neumann. Si φ es completamente aditivo, entonces es
ultradébilmente continuo.

Proposición

Sea φ : A −→ B completamente aditivo. Entonces φ es
ultradébilmente continuo ⇐⇒ para todo funcional lineal
ultradébilmente continuo µ : B −→ C, la composición
µ ◦ φ : A −→ C es ultradébilmente continuo.



Lema
Sea B ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann. Entonces el espacio vectorial
de funcionales ultradébilmente continuos sobre B está generado por
estados ultradébilmente continuos.

Demostración.
Cada funcional ultradébilmente continuo µ : B −→ C está dado por
µ(T ) =

∑
n〈Tvn,wn〉 con

∑
n ||vn||2 <∞ y

∑
n ||wn||2 <∞ (ver [2]).

Definimos T̂ : H∞ −→ H∞ por T̂ ((xn)n∈N) := (Txn)n∈N. Entonces

µ(T ) = 〈T̂ ((vn)n∈N), (wn)n∈N〉H∞

Luego

4µ(T ) =〈T̂ ((vn + wn)n), (vn + wn)n〉+ i〈T̂ ((vn + iwn)n), (vn + iwn)n〉
− 〈T̂ ((vn − wn)n), (vn − wn)n〉 − i〈T̂ ((vn − iwn)n), (vn − iwn)n〉

Notemos que el funcional T 7−→ 〈T̂ x , x〉 tiene por norma ||x ||2H∞ , de

modo que T 7−→ 1
||x||2 〈T̂ x , x〉 es un estado.



Funcionales completamente aditivos

Definición
Sea A un álgebra de von Neumann y µ : A −→ C un funcional. Decimos
que µ es completamente aditivo si para toda colección {eα}α de
proyecciones mutuamente ortogonales en A, tenemos

µ(
∑

eα) =
∑

µ(eα)

Observación
Cada funcional ultradébilmente continuo es completamente aditivo. Más
aún, si φ : A −→ B es completamente aditivo y µ : B −→ C es un estado
completamente aditivo, entonces µ ◦ φ : A −→ C es un estado
completamente aditivo.

Proposición
Sea A ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann. Todo estado completamente
aditivo A −→ C, es ultradébilmente continuo.



Sea A un álgebra de von Neumann. Denotamos por

A≤1 := {T ∈ A : ||T || ≤ 1}

la bola cerrada unitaria.

Lema
Sea A ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann y sea µ : A −→ C un
estado completamente aditivo. Entonces µ| : A≤1 −→ C es
ultrafuertemente continuo.

Lema
Sea A un álgebra de von Neumann y sea µ : A −→ C un funcional
lineal. Si µ es ultrafuertemente continuo en A≤1, entonces µ es
ultradébilmente continuo.



Proposición
Sea A ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann conmutativa y X = Spec(A).
Entonces para toda función continua f : X −→ [−1, 1], existe una
descomposición X = X−

∐
X+ en subconjuntos abiertos y cerrados,

donde {x ∈ X : f (x) < 0} ⊂ X− y {x ∈ X : f (x) > 0} ⊂ X+.

Demostración.
Consideremos f+ : X −→ [0, 1] por

f+(x) :=

{
f (x) f (x) ≥ 0

0 f (x) < 0
= máx{f (x), 0}

Dado que Γ−1(f+) = Γ−1(f+)∗ ∈ B(H), tenemos

H = ker(Γ−1(f+))⊕ ker(Γ−1(f+))⊥ = ker(Γ−1(f+))⊕ Im(Γ−1(f+))

Notemos que si x ∈ ker(Γ−1(f+)) y T ∈ A′, entonces

Γ−1(f+) ◦ T (x) = T ◦ Γ−1(f+)(x) = 0

Aśı, la proyección ortogonal e : H −→ Im(Γ−1(f+)) cumple e ∈ A′′ = A



x = x1 + x2 =⇒ e(T (x)) = T (x2) = T (e(x)) ∀T ∈ A′

Como Γ(e)2 = Γ(e), se sigue que Im(Γ(e)) ⊆ {0, 1}. Definimos

• X− = {x ∈ X : Γ(e)(x) = 0}
• X+ = {x ∈ X : Γ(e)(x) = 1}

Entonces X−,X+ ⊆ X son conjuntos abiertos y cerrados tales que
X = X−

∐
X+. Ahora sea

f−(x) = f (x)− f+(x) = ḿın{f (x), 0}

Notemos que e ◦ Γ−1(f+) = Γ−1(f+). Además

Γ−1(f+)◦Γ−1(f−)(x) = Γ−1(f+f−)(x) = 0 =⇒ Γ−1(f−)(x) ∈ ker(Γ−1(f+))

Aśı e ◦ Γ−1(f−) = 0. Aplicando Γ, obtenemos

Γ(e)f+ = f+,a) Γ(e)f− = 0b)

• Si x ∈ Supp(f+) por a), Γ(e)(x) = 1, i.e. x ∈ X+.

• Si x ∈ Supp(f−) por b), Γ(e)(x) = 0, i.e. x ∈ X−.



Corolario
Sea A ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann conmutativa y X=Spec(A).
Entonces toda función continua f : X −→ [0, 1] puede ser escrita como
un ĺımite de funciones no negativas localmente constantes.

Demostración.
Consideremos

h : X −→ [−1, 1], x 7−→ 2f (x)− 1

Sean X+,X− ⊆ X tales que f −1(( 1
2 , 1]) = {x ∈ X : h(x) > 0} ⊂ X+,

f −1([0, 12 )) = {x ∈ X : h(x) < 0} ⊆ X− y X = X−
∐

X+. Definimos

f1(x) =

{
1
2 x ∈ X+

0 x ∈ X−

Entonces f − f1 es una función continua con valores en [0, 12 ]. En efecto:

• Sea x ∈ X+ =⇒ x 6∈ X− =⇒ f (x)− f1(x) = f (x)− 1
2 ≥ 0

• Sea x ∈ X− =⇒ x 6∈ X+ =⇒ f (x)− f1(x) = f (x) ≤ 1
2



Sea n > 1. Supongamos que

∃ fn ≥ 0 localmente constante tal que 0 ≤ f − fn ≤
1

2n

Definimos
g : X −→ [−1, 1]

x 7−→ 2n+1(f (x)− fn(x))− 1

Sean Y+,Y− ⊆ X tales que X = Y−
∐

Y+ y

• (f − fn)−1([0, 1
2n+1 )) = {x ∈ X : g(x) < 0} ⊆ Y−

• (f − fn)−1(( 1
2n+1 ,

1
2n ]) = {x ∈ X : g(x) > 0} ⊆ Y+

Ahora sea

gn(x) =

{
1

2n+1 x ∈ Y+

0 x ∈ Y−

Entonces fn+1 := fn + gn ≥ 0 es una función localmente constante con
0 ≤ f − fn+1 ≤ 1

2n+1 . Esto concluye la inducción.

∴ ĺım
n→∞

fn = f .



Corolario
Sea A ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann y x ∈ A un elemento
positivo. Entonces x puede ser escrito como un ĺımite (en la topoloǵıa
uniforme) de combinaciones lineales positivas de proyecciones
mutuamente ortogonales.

Demostración.
S.p.d.g. asumimos que A es conmutativa. Entonces∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣x −
n∑

i=1

Γ−1(χX+
i

)

2i

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Γ(x)−

n∑
i=1

χX+
i

2i

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞

−→ 0

donde
χX+

i
χX+

j
= χX+

i ∩X
+
j

= 0 ∀ i 6= j

pues (f − fi )
−1(( 1

2i+1 ,
1
2i ]) ⊆ X+

i y (f − fi )
−1([0, 1

2i+1 )) ⊆ X−i .

Definición
Sea A un álgebra de von Neumann y sean µ, µ′ : A −→ C funcionales
lineales acotados. Escribimos

µ ≤ µ′ si µ′(x)− µ(x) ≥ 0 ∀x ≥ 0



Corolario
Sea A ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann y x ∈ A un elemento
positivo. Entonces x puede ser escrito como un ĺımite (en la topoloǵıa
uniforme) de combinaciones lineales positivas de proyecciones
mutuamente ortogonales.

Demostración.
S.p.d.g. asumimos que A es conmutativa. Entonces∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣x −
n∑

i=1

Γ−1(χX+
i

)

2i

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Γ(x)−

n∑
i=1

χX+
i

2i

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞

−→ 0

donde
χX+

i
χX+

j
= χX+

i ∩X
+
j

= 0 ∀ i 6= j

pues (f − fi )
−1(( 1

2i+1 ,
1
2i ]) ⊆ X+

i y (f − fi )
−1([0, 1

2i+1 )) ⊆ X−i .

Definición
Sea A un álgebra de von Neumann y sean µ, µ′ : A −→ C funcionales
lineales acotados. Escribimos

µ ≤ µ′ si µ′(x)− µ(x) ≥ 0 ∀x ≥ 0



Proposición
Sea A ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann. Sean

• µ : A −→ C un funcional lineal positivo,

• v ∈ H tal que ||v ||2 = µ(1),

• µv : A −→ C dado por µv (T ) = 〈T (v), v〉.

Entonces existe e ∈ P(A) \ {0} tal que µ ≤ µv cuando se restringen a
eAe.

Demostración.
Sean

• S := {e′ ∈ P(A) : µv (e′) < µ(e′)}
• T := {R ⊆ S : x ⊥ y ∀x , y ∈ R, x 6= y}

Sea C una cadena en T . Definimos R :=
⋃

J∈C J ⊆ S . Dados x , y ∈ R
con x 6= y , existen J, J ′ ∈ C tales que x ∈ J y y ∈ J ′. S.p.d.g. suponemos
que J ′ ⊆ J, entonces x , y ∈ J por lo que x ⊥ y .
Por el lema de Zorn, T tiene un elemento maximal S0 ⊆ S .



Si S0 = ∅, tenemos que µ(e′) ≤ µv (e′) para toda e′ ∈ P(A), porque si no

∃ e′ ∈ P(A) tal que µv (e′) < µ(e′)

de manera que {e′} ∈ T con S0 = ∅ ⊆ {e′} y aśı {e′} = ∅ !!
Supongamos ahora que S0 6= ∅. Sea f =

∑
e′∈S0

e′, entonces

µv (f ) =
∑
e′∈S0

µv (e′) <
∑
e′∈S0

µ(e′) ≤ µ(f ) ≤ µ(1) = ||v ||2 = µv (I ).

Aśı e = I − f ∈ P(A) \ {0}. Notemos que

eie = ei −
∑
e′∈S0

eie
′ = ei − ei = 0 ∀ei ∈ S0

En consecuencia, cada proyección en eAe es ortogonal a cada ei ∈ S0.
Luego µ(e′) ≤ µv (e′) para toda e′ ∈ P(eAe), pues de lo contrario

∃ e′ ∈ P(eAe) tal que µv (e′) < µ(e′)

por lo que e′ ∈ S y S0 ∪ {e′} ∈ T , de donde e′ ∈ S0 ∪ {e′} = S0 y por lo
tanto e′ = 0 !!



eAe

Teorema ([3])
Sean A1 ⊂ B(H1) y A2 ⊂ B(H2) álgebras de von Neumann. Si
π : A1 −→ A2 es un homomorfismo ultradébilmente continuo, entonces
π(A1) ⊆ A2 es un álgebra de von Neumann.

Corolario
Sea A ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann y e ∈ P(A) \ {0}. Entonces
eAe ⊆ B(e(H)) es un álgebra de von Neumann.

Demostración.
Consideremos el mapeo

π : A −→ eAe ⊂ B(e(H)), x 7−→ exe

Sea xα
u.w .−→ x y

∑
n ||vn||2 <∞,

∑
n ||wn||2 <∞. Tenemos∑

n

〈π(xα)(vn),wn〉 =
∑
n

〈xαe(vn), e(wn)〉 −→
∑
n

〈xe(vn), e(wn)〉 =
∑
n

〈π(x)(vn),wn〉

∴ eAe es un álgebra de von Neumann.



eAe

Teorema ([3])
Sean A1 ⊂ B(H1) y A2 ⊂ B(H2) álgebras de von Neumann. Si
π : A1 −→ A2 es un homomorfismo ultradébilmente continuo, entonces
π(A1) ⊆ A2 es un álgebra de von Neumann.

Corolario
Sea A ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann y e ∈ P(A) \ {0}. Entonces
eAe ⊆ B(e(H)) es un álgebra de von Neumann.

Demostración.
Consideremos el mapeo

π : A −→ eAe ⊂ B(e(H)), x 7−→ exe

Sea xα
u.w .−→ x y

∑
n ||vn||2 <∞,

∑
n ||wn||2 <∞. Tenemos∑

n

〈π(xα)(vn),wn〉 =
∑
n

〈xαe(vn), e(wn)〉 −→
∑
n

〈xe(vn), e(wn)〉 =
∑
n

〈π(x)(vn),wn〉

∴ eAe es un álgebra de von Neumann.



Redes
Sea X un espacio topológico.

Definición
Una red es una función f : J −→ X, donde J es un c.p.o. tal que

∀α, β ∈ J ∃ γ ∈ J tal que α ≤ γ, β ≤ γ

Denotamos f (α) por fα y f = (fα)α∈J .

Definición
xα −→ x si para toda vecindad U de x existe α ∈ J tal que α ≤ β
implica xβ ∈ U.

Propiedades

1. Si X es Hausdorff, una red tiene a lo más un ĺımite.

2. x ∈ A ⊆ X ⇐⇒ ∃ (xα)α ⊂ A tal que xα −→ x.

3. Sea f : X −→ Y . Entonces f es continua ⇐⇒ ∀(xα)α red en X tal
que xα −→ x se tiene f (xα) −→ f (x).



Observación

1. xα −→ x en la topoloǵıa ultrafuerte ⇐⇒
∞∑
n=1

||xα(vn)− x(vn)||2 −→ 0 ∀
∞∑
n=1

||vn||2 <∞

2. xα −→ x en la topoloǵıa ultradébil ⇐⇒
∞∑
n=1

〈xα(vn)− x(vn),wn〉 −→ 0 ∀
∞∑
n=1

||vn||2,
∞∑
n=1

||wn||2 <∞

3. xα −→ x en la topoloǵıa fuerte ⇐⇒

||xα(v)− x(v)|| −→ 0 ∀v ∈ H

4. xα −→ x en la topoloǵıa débil ⇐⇒

〈xα(v)− x(v),w〉 −→ 0 ∀v ,w ∈ H



Lema
Sea A ⊆ B(H) un álgebra de von Neumann y sea µ : A −→ C un estado
completamente aditivo. Entonces µ| : A≤1 −→ C es ultrafuertemente
continuo.

Demostración.
Por el lema de Zorn, existe una colección maximal {(eα, vα)}α tal que
eα ∈ P(A) son mutuamente ortogonales y µ ≤ µvα cuando se restringen
a eαAeα. Ahora sea e = 1−

∑
eα y supongamos que e 6= 0.

• Sea µ̃ : eAe −→ C dado por µ̃(exe) := µ(x) ∀x ∈ A. Entonces µ̃ es
un funcional lineal tal que

µ̃(exe(exe)∗) = µ(xeex∗) = µ(xe(xe)∗) ≥ 0 ∀x ∈ A

• Sea v ∈ H tal que e(v) 6= 0, luego w = e(v)
||e(v)|| ∈ e(H) satisface

||w ||2 = 1 = µ(1) = µ̃(e)

Entonces existe f ∈ P(eAe) \ {0} tal que µ̃ ≤ µw cuando se restringen a
f (eAe)f , de donde µ ≤ µv en fAf . Como f ⊥ eα ∀α, se sigue por
maximalidad que f = eβ para algún β. Aśı f = 0 !!



Sea ε > 0. Como 1 = µ(1) =
∑
α µ(eα) =

∑
i≥1 µ(ei ), podemos elegir

{e1, . . . , en} tales que

µ(e1) + . . .+ µ(en) ≥ 1−
(ε

2

)2
(1)

Sea q = 1− (e1 + . . .+ en), aśı que µ(q) ≤ ( ε2 )2. Además

|µ(x)| =

∣∣∣∣∣µ(xq) +
n∑

i=1

µ(xei )

∣∣∣∣∣ ≤ |µ(xq)|+
n∑

i=1

|µ(xei )| (2)

Observemos que (a, b) 7−→ µ(b∗a) define un semi-producto interno, luego

|µ(b∗a)| ≤ |µ(b∗b)|1/2|µ(a∗a)|1/2 ∀a, b ∈ A

En particular, para x ∈ A≤1 tenemos

|µ(xq)| ≤ |µ(xx∗)|1/2|µ(q)|1/2 ≤ ||xx∗|| ε
2
≤ ε

2

Por otro lado

|µ(xei )| ≤ |µ(1)|1/2µ(eix
∗xei )

1/2 ≤ µvi (eix
∗xei )

1/2 = ||x(ei (vi ))|| (3)

Por (2) y (3), |µ(x)| < ε con x ∈ A≤1 ∩ {x ∈ A : ||x(ei (vi ))|| < ε
2n ∀i}.



Proposición

Sea {λα}α∈J ⊂ R+ una red sumable. Entonces el conjunto

I0 = {α ∈ J : λα 6= 0}

es a lo sumo numerable.

Demostración.
Sea

Am =

{
α ∈ J : λα ≥

1

m

}
∀m ∈ N

Si α1, . . . , αr ∈ Am, entonces∑
α∈J

λα ≥ λα1 + . . .+ λαr ≥
r

m

Aśı r ≤ m
∑

α∈J λα y por lo tanto |Am| ≤ m
∑

α∈J λα <∞.

Como I0 =
∞⋃

m=1

Am, se sigue que I0 es a lo sumo numerable.
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