Algebras de von Neumann (Lectura 11)



Teorema
Cualquier isomorfismo-x entre dlgebras de von Neumann es
ultradébilmente continuo.

Teorema

Sea ¢ : A— B un homomorfismo-* entre dlgebras de von
Neumann. Si ¢ es completamente aditivo, entonces es
ultradébilmente continuo.

Proposicién

Sea ¢ : A —> B completamente aditivo. Entonces ¢ es
ultradébilmente continuo <= para todo funcional lineal
ultradébilmente continuo 1 : B — C, la composicion
wo¢: A—> C es ultradébilmente continuo.



Lema

Sea B C B(H) un &lgebra de von Neumann. Entonces el espacio vectorial
de funcionales ultradébilmente continuos sobre B estd generado por
estados ultradébilmente continuos.

Demostracion.
Cada funcional ultradébilmente continuo i : B — C estd dado por

W(T) = 3, (Tvm wn) con 3, [V < o0 y 3, [wal < o0 (ver [2]).
Definimos T : H*® — H* por T((xn)nen) := (TXn)nen. Entonces

/’L( T) = <—’/\_((Vn)nEN)7 (Wn)neN>H°Q
Luego

4u(T) :<7A—((Vn + Wp)n), (Vo + Wa)n) + "<—f((Vn + iWn)n), (Vi + iwn)n)

- <T((Vn - Wn)n)7 (Vn - Wn)n> - "<7A—((Vn - "Wn)n)a (Vn - iWn)n>

Notemos que el funcional T — (Tx, x) tiene por norma ||x|[%, de
modo que T — W<TX,X> es un estado. O



Funcionales completamente aditivos

Definicion

Sea A un algebra de von Neumann y 11 : A — C un funcional. Decimos
que 1 es completamente aditivo si para toda coleccion {e, }, de
proyecciones mutuamente ortogonales en A, tenemos

M(Z ) = Z p(ea)

Observacién

Cada funcional ultradébilmente continuo es completamente aditivo. M4s
atin, si ¢ : A — B es completamente aditivo y p: B — C es un estado
completamente aditivo, entonces 1o ¢ : A — C es un estado
completamente aditivo.

Proposicion
Sea A C B(H) un dlgebra de von Neumann. Todo estado completamente
aditivo A — C, es ultradébilmente continuo.



Sea A un algebra de von Neumann. Denotamos por
A1 ={T € A:||T|| <1}

la bola cerrada unitaria.

Lema

Sea A C B(H) un dlgebra de von Neumann y sea yi: A— C un
estado completamente aditivo. Entonces yi| : A<; — C es
ultrafuertemente continuo.

Lema

Sea A un dlgebra de von Neumann y sea i : A — C un funcional
lineal. Si 1 es ultrafuertemente continuo en A<1, entonces [ es
ultradébilmente continuo.



Proposicion

Sea A C B(H) un dlgebra de von Neumann conmutativa y X = Spec(A).
Entonces para toda funcion continua f : X — [—1, 1], existe una
descomposicion X = X_ [[ Xy en subconjuntos abiertos y cerrados,
donde {x € X : f(x) <0} C X_ y{x e X:f(x) >0} C X,.

Demostracién.
Consideremos f; : X — [0, 1] por

f(x) = {f(x) Fx) i 8 — max{f(x),0}

Dado que I 1(f,) = I~1(f.)* € B(H), tenemos
H = ker(T(f})) ® ker(T™(f}))" = ker(T™*(f})) ® Im(T=2(f,))
Notemos que si x € ker(T"1(f;)) y T € A’, entonces
M) oT(x)=Tol ' (fi)(x)=0

Asi, la proyeccién ortogonal e : H — Im(I'—1(f;)) cumple e € A” = A



x=x1+x = e(T(x))=T(x)=T(e(x)) VT eA
Como T(e)? = I(e), se sigue que Im(I'(e)) C {0,1}. Definimos
e X_={xeX:T(e)(x)=0}
o Xy ={xeX:T(e)(x)=1}

Entonces X_, X, C X son conjuntos abiertos y cerrados tales que
X = X_]I X;. Ahora sea

f_(x) = f(x) — f(x) = min{f(x),0}
Notemos que e o I ~1(f.) = F"1(f,). Adem4s
FH(f)ol (o) (x) = T fL)(x) = 0 == T7H(F-)(x) € ker(T7H(f;))
Asi e o T~1(f_) = 0. Aplicando T, obtenemos
a) M(e)fy =1, b) M(e)f~ =

® Six € Supp(fy) por a), F(e)(x) =1, i.e. x € X;.
® Si x € Supp(f_) por b), F(e)(x) =0, i.e. x € X_.



Corolario

Sea A C B(H) un dlgebra de von Neumann conmutativa y X=Spec(A).
Entonces toda funcién continua f : X — [0, 1] puede ser escrita como
un limite de funciones no negativas localmente constantes.

Demostracidn.
Consideremos

h: X —[-1,1], x+— 2f(x) =1

Sean X, X_ C X tales que f~2((3,1]) = {x € X : h(x) > 0} C X,,
F71([0,3)) = {x € X : h(x) < 0} € X_ y X = X_]] X,. Definimos

L xeX
Ax)=4{2 *57F
1) {0 x € X—

Entonces f — f; es una funcién continua con valores en [0, %] En efecto:
" Seax € X, = X X- = f(x) ~ fi(x) = f(x) =} 2 0

® Seax€X. = x¢g X, = f(x)— f(x)=Ff(x)< 3



Sea n > 1. Supongamos que

1
3 f, > 0 localmente constante tal que 0 < f — f, < —

2[1

Definimos
g X — [~1,1]
x s 2M(f(x) = f(x)) -1

Sean Y ,Y_ C X talesque X =Y_][Y;y
o (f—1£) }[0,555)) ={x e X :g(x) <0} C Y_
o (F—f) Mz 2]) ={xeX:g(x) >0} C Y,

Ahora sea
1
_ st X € Y+
&n(x) {0 xXeEY.

Entonces f,11 := f, + g, > 0 es una funcién localmente constante con
0<f—fr1 < 2,,% Esto concluye la induccién.
o lim f,="F.

n—o0



Corolario

Sea A C B(H) un dlgebra de von Neumann y x € A un elemento
positivo. Entonces x puede ser escrito como un limite (en la topologia
uniforme) de combinaciones lineales positivas de proyecciones
mutuamente ortogonales.

Demostracion.
S.p.d.g. asumimos que A es conmutativa. Entonces

T xe) ‘_

=) %
Xx+ Xx+ = Xxroxr =0 Vi)

i=1
pues (f — £) " (541, 71) € X"y (F = £)72([0, 5741)) € X/

n
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Definicién
Sea A un dlgebra de von Neumann y sean p, ' : A — C funcionales
lineales acotados. Escribimos

p<posio p(x)—p(x) =0 Vx>0



Proposicion

Sea A C B(H) un dlgebra de von Neumann. Sean
® 1 : A— C un funcional lineal positivo,
® v € H tal que ||v|]? = u(1),
® u,:A— C dado por u,(T) = (T(v),v).

Entonces existe e € P(A) \ {0} tal que u < p, cuando se restringen a
eAe.

Demostracion.
Sean

o S:={e eP(A): ule)<ple)}

e T:={RCS:xLyVx,yeR, x#y}
Sea C una cadena en T. Definimos R := J,c,J € S. Dados x,y € R
con x # y, existen J, J/ € C talesque x € Jy y € J'. S.p.d.g. suponemos

que J' C J, entonces x,y € J por lo que x L y.
Por el lema de Zorn, T tiene un elemento maximal Sg C S.



Si So = (), tenemos que u(e’) < p,(e’) para toda e’ € P(A), porque si no
Je’ € P(A) tal que u,(e') < u(e’)
de manera que {€'} € T con S =0 C {e'} yasi {e'} =01
Supongamos ahora que So # (). Sea f =3 5 €', entonces
() =D (€)<Y ule') < p(f) < p(1) = ||vI]> = po()).
e'eS €S
Asie=1—f € P(A)\ {0}. Notemos que
e,-e:e,-—Ze,-e’:e,-—e,-:O Ve, € Sp
e’'eSy
En consecuencia, cada proyeccién en eAe es ortogonal a cada ¢ € 5.
Luego p(e’) < py(€') para toda e’ € P(eAe), pues de lo contrario
J e’ € P(eAe) tal que p,(e") < u(e")

porloque e € Sy SouU{e’} € T, de donde e’ € Sy U {e'} = Sy y por lo
tanto &’ =0 !

|



efAe

Teorema ([3])

Sean Ay C B(H1) y Ay C B(H.) dlgebras de von Neumann. Si
7 A1 — As es un homomorfismo ultradébilmente continuo, entonces
m(A1) C Ay es un dlgebra de von Neumann.

Corolario
Sea A C B(H) un Jlgebra de von Neumann y e € P(A) \ {0}. Entonces
eAe C B(e(H)) es un dlgebra de von Neumann.



efAe

Teorema ([3])

Sean Ay C B(H1) y Ay C B(H.) dlgebras de von Neumann. Si
7 A1 — As es un homomorfismo ultradébilmente continuo, entonces
m(A1) C Ay es un dlgebra de von Neumann.

Corolario
Sea A C B(H) un Jlgebra de von Neumann y e € P(A) \ {0}. Entonces
eAe C B(e(H)) es un dlgebra de von Neumann.

Demostracion.
Consideremos el mapeo

m: A — eAe C B(e(H)), X —> exe

Sea xo =5 xy 3, |Ival|? < 00, 3, [|wal[? < co. Tenemos

D @lxa)(va), wa) = D (xae(va), e(wa)) — > (xe(va), e(wn)) = > (m(x)(vi), W)

n n n

.. eAe es un algebra de von Neumann. OJ



Redes

Sea X un espacio topoldgico.

Definicion

Una red es una funcion f : J — X, donde J es un c.p.o. tal que
Va,0€J Tyedtalquea<~, 87y

Denotamos f(«) por fo, y f = (fa)acy-

Definicién

Xo — X Si para toda vecindad U de x existe a € J tal que o < 8
implica xg € U.

Propiedades

1. Si X es Hausdorff, una red tiene a lo mds un limite.
2. xEAC X <= 3 (Xa)a C A tal que x5 —> x.

3. Sea f: X — Y. Entonces f es continua <= V(x, ) red en X tal
que X, — x se tiene f(x,) — f(x).



Observacién
1. xo — x en la topologia ultrafuerte <=

D xa(va) = x(va)l? — 0 VD [jva? < o0
n=1

n=1

2. Xo — Xx en la topologia ultradébil <=

Z<Xa(vn) = x(Vn), Wn) — 0 VZ [Ivall?, Z [|wa|* < o0
n=1 n=1 n=1

3. Xo — x en la topologia fuerte <=
[|Xa(v) = x(v)|]| — 0 VYveH
4. x4 — x en la topologia débil <=

(Xa(v) = x(v),w) — 0 VYv,we H



Lema

Sea A C B(H) un dlgebra de von Neumann y sea n: A — C un estado
completamente aditivo. Entonces | : A<y — C es ultrafuertemente
continuo.

Demostracién.

Por el lema de Zorn, existe una coleccién maximal {(es, vo)}a tal que
€x € P(A) son mutuamente ortogonales y < p,, cuando se restringen
a eqAe,. Ahora sea e =1 — > e, y supongamos que e # 0.

® Sea [i : eAe — C dado por fi(exe) := p(x) Vx € A. Entonces [i es
un funcional lineal tal que

fi(exe(exe)*) = u(xeex*) = p(xe(xe)*) >0 Vxe A

e(v)

® Sea v € H tal que e(v) # 0, luego w = et € e(H) satisface

Iwlf? = 1= (1) = fi(e)

Entonces existe f € P(eAe) \ {0} tal que ji < u,, cuando se restringen a
f(eAe)f, de donde p < p, en fAf. Como f L e, Va, se sigue por
maximalidad que f = eg para algtin 8. Asi f =0 !!



Seae > 0. Como 1= pu(l)=>", p(ea) = > ;~1 p(ei), podemos elegir
{e1,...,en} tales que B

ple) -+ afen) 21— (5) (1)

Seag=1—(er+...+ ), asi que p(q) < (5)?. Ademds

Hixq) + > plxe)

Observemos que (a, b) — p(b*a) define un semi-producto interno, luego

u(b*a)| < |u(b"b) V2 u(a"a) 2 Vabe A

()| =

< |p(xq)| + Z |u(xer)| (2)

En particular, para x € A<; tenemos

* g
|(xq)| < (o) M2 (@) < (o] 5=

Por otro lado
|u(xer)| < |u(1)[Y? u(eix xei)? < py, (eix*xei)'/? = ||x(ei(vi))I|  (3)

Por (2) y (3), |u(x)| < e con x € AciN{x € A:||x(ei(vi))|| < 5 Vi}.
]

I\J\m



Proposicién
Sea {\a}acs C R una red sumable. Entonces el conjunto

I ={a€J: X\ #0}

es a lo sumo numerable.

Demostracidn.
Sea

1
Am:{aeJ:)\az} VmeN
m
Siag,...,ar € Ap, entonces

> A= Ao+t Ao, >
ae)

r

m

Asi r < mzaej Aa y por lo tanto |Apy| < mZaEJ Aa < 00.
o

Como fy = U Am, se sigue que Iy es a lo sumo numerable.

m=1
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