Algebras de Von Neumann (Lectura 6)



Definicién
Sea H un espacio de Hilbert. Para cualesquiera v,w € H\ {0},
introducimos un simbolo formal e, ,,. Denotamos

X = Z )\V,WeV7W : Z|)\V,W’ ”VH ”WH <0

v,weH\{0} v,w

Definimos una norma

§ )\v,wev,w
v,w

Por convenciéne,,, =0€ X siv=0ow =0.
Para v,w € H, definimos a p(e,,w) € B(H) por

= vl VI wll
v,w

pley.w)(x) == (x,w)v Vx € H.



Operadores de clase traza

Observacion

[lo(ev,w) NI = [(x; W [[vI] < [Ix][ [lwl] [Iv]| = [[p(evw)[| < [[VI] [[wl]
Ademas
W] PIIvI] = TloCew,w) (W) < llp(ev,w)l] Iwll == [v]] [[wl]| < llp(ev,w)l

En consecuencia, podemos extender a p:

p: X — B(H), p (Z /\\,7Wev7w> = Avwplevw)

1o (S0 Aviwvevw ) 11 S 1 Avweranll = [lpll < 1.



Operadores de clase traza

Observacion

[lo(ev,w) NI = [(x; W [[vI] < [Ix][ [lwl] [Iv]| = [[p(evw)[| < [[VI] [[wl]
Ademas
W] PIIvI] = TloCew,w) (W) < llp(ev,w)l] Iwll == [v]] [[wl]| < llp(ev,w)l

En consecuencia, podemos extender a p:

p: X — B(H), p (Z Awew) = Avwplevw)

1o (S0 Aviwvevw ) 11 S 1 Avweranll = [lpll < 1.
Definicién
B*(H) := Im(p) C B(H)

Decimos que f € B(H) es de clase traza (trace-class) si f € B*(H).



Observacion
Para todo >, , Av.wev,w € X, tenemos

P (vzv; /\v,wev,w> =p (vzv; euv,w Ay, ‘vll/‘l Hw\l)l/z (MVW\ v )1/2W>

donde A\, v = piy,w|Av,w| con |y w| = 1. Se sigue que todo elto. de
B (H) puede ser escrito como

(o)
i

donde {v!}; y {w!}; son sucesiones satisfaciendo
DW= [IvIP = Z\Av,,w,|||V’|H|W:||<OO (1)
Al revés, cada una de las sumas (1) determina p(}_; e, w,) € B*(H).

X) = {p (Z ev,,w,) Sl < o0, S w2 < oo} c B(H)




Proposicién
Sean f € B*(H) y g € B(H). Entonces f*, fg, gf € B*(H).

Demostracién.
Para x,y € H\ {0}, notemos que

(0 (M) () = Ehmlcmive) = S M lve)
= <X,Z>\V,W y,v W> = <X,p (Z AV,WeW7V> y)>

Ademas

g0 (D Awerw) () =3 Al wig(v) = p (32 Mg ) (x)

Asi, si f = p(>" Ay, wey,w), tenemos

f*=p (Zmew,v) ,gf =p (Z )\V’Weg(v)yw) € B*(H)

También fg = p (3" Av,wev g+(w)) € B<(H). O



Operadores compactos

Sea H un espacio de Hilbert. Un operador lineal f : H — H se
dice compacto si para todo subconjunto acotado M C H, la
imagen f(M) es relativamente compacta.

Proposicién ([2])
1. Los operadores compactos son acotados.

2. Los operadores de rango finito son compactos.

Teorema ([2] Teorema espectral)

Sea f € B(H) compacto y autoadjunto. Entonces existe una base
ortonormal {xn}neN de vectores propios de f con correspondientes
valores propios {A\p}nen tales que

f(x) = Z An (X, Xn)Xn Vx € H.
n=1



Observacion
Sea f € K(H) tal que f = f*. Sea {x,}nen base o.n. de vectores propios
de f con correspondientes valores propios {\,}nen tales que

f= Z /\np(exn,x,.)
n=1

Asi ||p (Zﬁﬂ )\neXmX") B fH — 0y por lo tanto K(H) = B*(H).

Sin embargo, B¥*(H) = B(H) con respecto a cualquiera de las otras
topologias (ultrafuerte, ultradébil, débil).




Observacion
Sea f € K(H) tal que f = f*. Sea {x,}nen base o.n. de vectores propios
de f con correspondientes valores propios {\,}nen tales que

f= Z Anp(€x,,%,)
n=1
p (Zﬁzl )\,,exmxn) - fH — 0 y por lo tanto K(H) = Bt<(H).

Sin embargo, B¥*(H) = B(H) con respecto a cualquiera de las otras
topologias (ultrafuerte, ultradébil, débil).

Asi’

Definicion
El isomorfismo B'*(H) = X /ker(p) determina una norma sobre B*(H),
conocida como la norma de clase traza

llp(X)||1 : = ||x + ker(p)|| = inf {|| > Awevwll 1D Avwevw € x+ ker(p)}
= inf {3 vl IV W] 0(x) = 2 (D2 Avwevn ) |



Definicién
Sea f € B(H). Definimos un funcional lineal

xr: X — C, Xf <Z >\v,wev,w> = Z >\v,w<f(v)7 W>

Proposicidn
Para f € B(H), |Ixsl| = [Ifl|

Demostracién.
Dados v, w € H, tenemos

‘Z)‘v,W<f(V)7 w)| < Z Avowl [(F(v), w)| < [|f]] Z [Av,w

Por lo tanto ||x¢|| < ||f]|. Supongamos que ||xr|| < ||f]|, entonces existe
[Iv]| = 1 tal que [[£(v)[] > [Ixrl], luego

€v,f(v) (), F(v)] .
Xf<||evf(v>|>’_ oo = PO el v

[Vl flwl]

Ixell =




Espacio dual
Sea X un espacio normado. El espacio dual se define como

XY ={p: X — C: ¢ estd acotado}
Teorema ([1])
El espacio dual XV de un espacio normado X es un espacio de Banach.
Ejemplo
Consideremos
(*(N)Y = £2(N), > {f(ex)}ken

Sea x =3, -, xkex € (*(N), entonces

* IFCII < Y Ixef (el < sup|f(e)l [IxI] == [Ifll < sup (e

k>1

* [Fedl < Ifll llexll = 1If[[ vk = sup|f(e)] < If]]

* Si{yk}ren € (°(N), sea g € ((*(N))" dado por g(x) = 51 XkVk
Notemos que ||g|| < [[{yx}kllc ¥ &(en) = yn Vn € N.



Proposicion
La sucesion exacta de espacios de Banach

0 — ker(p) ——= X —5 B*(H) ——0

determina una sucesién exacta de espacios duales

0— = B(H)Y = XY "~ ker(p)Y ——=0

donde
pY: Bf(H)Y — XV
¥ — @op

Demostracion.
® 5V es inyectivo:
0= p'(p) = pop == ker(p) 2 Im(p) = B*(H) = ker(yp) = B*(H)

=0



® |V es sobreyectivo:
Sea o € ker(p)Y. Por el teorema de Hann-Banach, existe

¢ € X tal que Qlyer(p) = @ ¥ |16l = llol|- Asi
V(@) =For=0¢

e Im(p"Y) = ker(:V):
Como ¥ (pY(¢)) = po(pot) =0 para todo ¢ € B*(H)V, se
sigue que Im(pY) C ker(1Y).
Por otro lado, sea ¢ € ker(.Y) C XV. Definimos

oY

Y: BY(H) — X/ker(p) — C
p(x) +— x+ker(p) — @(x)

y + ker(p) = x+ ker(p) = x—y € ker(p) = 0= p(x —y)
Sop(x) = @(y)-



Ademis, dado y € ker(p)

()| = le(x =) < lell Ix = yll;

luego
O < el [|x + ker(p)]]-
Por lo tanto ¢ € B*(H)V es tal que

pI(W)(x) =(p(x) = ¢(x)  VxeX



Ademis, dado y € ker(p)

()| = le(x =) < lell Ix = yll;

luego
O < el [|x + ker(p)]]-
Por lo tanto ¢ € B*(H)V es tal que

pI(W)(x) =(p(x) = ¢(x)  VxeX

Proposicién

La construccidn f — x¢ se factoriza a través de B*(H)V.

B(H)— B*(H)"

Sl

XV

es un diagrama conmutativo.



Lema
Sea f € B(H). Entonces x¢ : X — C aniquila a ker(p).

Demostracidn.
Sea Y Ay wev,w € ker(p) C X. Escribimos A, v, =
donde |jty,w| = 1. Entonces

> Awlf( Z“vw< <(W)I/2V>’(W)l/2w>

Como
S (Rl Y 5,
S (P M- s,

v [lw]] < oo

v [lw]] < oo




Concluimos que >~ Ay w(f(v), w) es una funcién ultradébilmente
continua de f.
Sea f = p(ey ) para v/, w' € H

Xf (Z )\V7Wev7w) D Avwlplesw)(v), w)
= Avwl{v, W)V, w)
= AV w) (v, w)
= (3 Nl v,W>
= <p (Z )\v,wev,w> (v), W'> =0

Como B(H) = B*¢(H), obtenemos lo deseado.



Demostraciéon de la proposicidn.

Ya sabemos que x¢(ker(p)) = {0} para todo f € B(H), luego xrot =0
i.e. xr € ker(tY) = Im(p")

= 3 pr € B*(H)" tal que xr = p"(¢r) = prop

Definimos
B(H) — BtC(H)v, f»—)(pf

Ahora sean fi,f, € B(H) y A € C, entonces
Vv _ _ )\ — Vv )\ Vv — Vv )\
P (Prias) = Xaaan = Xa TAXs = 07 (9r) +A0" (0) = " (5 +A0s)
de donde g 125 = @5 + Aps. Notemos que
I = Tixrll = llor o pll < [leorll Hloll < [l
Por otra parte, dado y € ker(p)
o (PG| = ler(p(x = y))I = Ixr(x = )l < lIxrll [Ix = yl|

por lo que [pr(p(x))| < [[xrll [[x + ker(p)[| = |IF]] [lp(x)l]x- -



Proposicion
La construccién f — xf induce un isomorfismo isométrico
B(H) — B*(H)".

Demostracién.
Sea p € XV tal que p(ker(p)) = {0} y ||u|] < 1. Para v € H fijo
tenemos

® plevwiw —evw—evu )(X) = (X, w+w)v—(x,w)v—(x,w)v =0
® plevaw — Xev’w)(x) = {x, \Ww)v — X(x,w)v =0

Asi
V — (C, weVir— ,U(ev,w)

es antilineal con norma < ||v||. Por lo tanto, existe f(v) € H tal que
wu(ey.w) = (f(v),w) para toda w € Hy ||f(v)]|| <]|v||. Como

® plevtviw—evw—erw)(x) = (x,w)(v+v)—(x,w)v—(x,w)v' =0
® plexv,w — Aeyw)(X) = Ax,w)v — A{x,w)v =0

= (f(v+ >‘V/)v w) = ﬂ(EV—MV’,W) = ﬂ(EV,W) + Aﬂ(eW,W)
= (f(v), w) + Mf(v'), w) = (f(v) + A (V'), w)



Por construcccién
plev,w) = (f(v),w) = xr(evw) Vv,w € H.

Por densidad, p = xr.
Ahora sea ¢ € B'*(H)", entonces

@wop€ XY estal que ¢ o p(ker(p)) = {0}
de manera que 3 f € B(H) tal que
p'(p)=wop=xr=prop=p"(or)

de donde ¢ = .
Asi
B(H) — B*(H)V

Ly

XV

es un diagrama conmutativo.



Notemos que
B(H) — B™(H)Y
/ — o]

LI (/) <Z eVi7Wr'>> =Xi (Z er,W,'> = Z<Viv wi)

Denotamos tr = ¢, : B*(H) — C, conocido como mapeo traza.

donde

Observacién
Para f € B(H), vemos que

Pf <p (Z eVi.,Wf>> = Z<f(vi)’ Wi>

i

o)) {o(5e0)

pr(g)=tr(fog) paraf e B(H) y g € B*(H).



Por otro lado, para f € B(H) y x € H

p (Z ev,.,w,) o f(x) =Y (f(x), wivi

L, (Z ()> ()

tr <p (Z ev,.7w,.> o f) = tr (p (Z ev,-,f*(w,-)>>

= Z<Via (i)
= Z(f(vl'), w;)

str(gof)=tr(fog) para f € B(H) y g € B*(H).

Luego
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