Lista 2. Homotopia

Mapeos homotépicos

1.

Sean f,g: X — S™ funciones continuas tales que f(x) # —g(z), Vo € X. Mostrar que f
y ¢ son homotodpicas.

Probar que X x Y es contraible si y solo si X y Y son contraibles.

Dos homeomorfismos f,g : X — Y son isotdpicos si existe una homotopia h; : X — Y
entre f y g tal que h; es un homeomorfismo, V¢ € I. Muestre que toda rotacién f : St —
St es isotdpica a idgr.

De manera més general: Probar que toda transformacion ortogonal f : R® — R™ con
determinante 1, es isotépica al mapeo identidad de R™.

Sea f : D™ — D" un homeomorfismo tal que f |gn-1= idgn-1 y f(0) = 0. Demuestre que
entonces f es isotépica a idpn. Sugerencia: Verificar que una tal isotopia h; : D™ — D"
esta dada por
t- f(x/t) parat#0
h(e) = { (x/1)

x para t = 0.

Para f,g: X — S!' definimos la funcién f-g: X — S* por (f-g)(z) = f(z)-g(x),
donde este tltimo es el producto de niimeros complejos. Muestre que el conjunto de clases
de homotopia [X, S'] es un grupo abeliano con la operacién [f][g] = [f - g].

El mapeo diagonal d : X — X x X estd dado por d(z) = (x,x). Muestre que d es
nulhomotépico si y solo si X es contraible.

Mapeos de S!' en S!

8.

10.

11.

Por el ejercicio 6, sabemos que el conjunto de clases de homotopia [S', S'] es un grupo.
Probar que la funcidn grado deg : [S',S'] — Z es un isomorfismo.

Sea f: D? — R? un mapeo tal que f(—xz) = —f(x) Vo € S*. Use el teorema de Borsuk-
Ulam para probar que existe un punto z € D? tal que f(z) = 0.

El ejercicio 9 es importante en andlisis, ya que implica la existencia de soluciones para
ciertos sistemas de ecuaciones simultaneas. Por ejemplo, muestre que el siguiente sistema
posee al menos una solucion:

xcosy:x2+y2 —1,

y cos x = sen 27 (% + y?).

La esfera co-dimensional, S = 1fm S”, es homotépicamente més sencilla que S': a saber,
es contraible. Demostrar esta afirmaciéon como sigue:

(a). Sea hy : S — S°° dada por:

(Il,ZEQ,ZL’;;,...) — ((1 —t)fL’l, th‘1+(1 —t)ZL'Q, t$2+(1 —t)ZL’3, )/N



donde N es la norma del punto en el numerador. Muestre que h; esta bien definida y es
una homotopia que satisface hg =idge y h1(S®) C A={z € S* |z, =0}.

(b). Probar que la funcién (0,z9,23,...) = (¢, (1 —t)za, (1 —t)xs,...) /N define una
homotopia A — S entre la inclusién (para ¢t = 0) y un mapeo constante (para t = 1).

Extensién de mapeos y homotopias

12.

13.

14.

Probar que X es contraible si y solo si X es un retracto del cono C'X.

Notemos que al aplicar el proceso ortonormalizacién de Grahm-Schmidt a los vectores
columna de una matriz A € GL(n,R), se obtiene una matriz A" € O(n). Muestre que
la funcién A — A’ define una retraccion GL(n,R) — O(n). Andlogamente, muestre que
U(n) es un retracto de GL(n,C).

Sea r:D"xI — D"x0US" ! x I el mapeo dado por:

2t
(‘x—’ 2—|—|) si |z >1—t/2
X X

2
( L 0) si |z <1-t/2.

r(z,t) =

2—1

Probar que r es una retraccion. Ilustrar para n = 1, 2.

Tipo de homotopia

15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.

Supongamos que X ~ Y. Si X es conexo, arco-conexo, compacto, Hausdorff, ... jse cumple
lo mismo para Y7

Probar que si X; ~ Y, entonces X; x Xy ~ Y] x Y5,
Probar que el toro menos dos puntos tiene el mismo tipo de homotopia que S' Vv S* Vv S*.

Probar que R?® menos la circunferencia 2? + y*> = 1, z = 0, tiene el mismo tipo de
homotopia que SV S2.

Probar que S? menos la circunferencia x? + y?> = 1, z = w = 0, tiene el mismo tipo de
homotopia que S*.

Probar quesi X ~ X’ y Y ~ Y’ entonces [X,Y] = [X' Y]

Probar que el conjunto de clases de homotopia de (auto) equivalencias homotdpicas de X
EX)={[f]| f: X =X}

es un grupo con la operacion [f] - [g] = [f o g].

Probar que £(S') es un grupo ciclico de orden 2.
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23.
24.
25.

26.

27.

Probar que el cilindro del mapeo f:S' — S, f(2) = 2%, es una banda de Mobius.

Pruebe que para cualquier mapeo f:S™ ' — X setiene M;/S" '~ X Ue".

Sea X C R? la unién de los segmentos [ x0, 0x I y 1/nx I, ¥n € N. Probar que el
punto p = (0,1) es un retracto por deformacién de X, pero no es un retracto fuerte por
deformacion de X. Concluir que (X, p) no tiene la PEH.

Sea (X, p) como en el ejercicio anterior y f : X — X el mapeo constante de valor p.
Mostrar que f y f |, son equivalencias homotépicas pero que f : (X,p) — (X, p) no es
una equivalencia homotopica de parejas.

Refinar el resultado del ejercicio 13: Probar que O(n) C GL(n,R) y U(n) C GL(n,C)
son retractos fuertes por deformacién.



