Lista 7. Grupos de Homologia de Complejos Simpliciales

Definicién de los grupos de homologia

1.

Justificar la siguiente definiciéon alternativa de g-cadenas: Una g-cadena en K es una
funcion ¢ que asigna, a todo g-simplejo orientado ¢ de K, un nimero entero y satisface

c(—o) = —c(o).

Sean ¢ un (g+1)-simplejo orientado y 7 un ¢g-simplejo orientado de K. Se define el nimero
de incidencia [0 : 7] como 1, —1 6 0, si T aparece (como cara de o) en Jo con la orientaciéon
inducida, con la orientacién opuesta o no aparece. Probar que do =) [0 : 7] - 7.

Sean ay, B, v 7, los rangos de los grupos abelianos libres C,(K), B,(K) y Z,(K), respec-
tivamente. Mostrar que o, = vy, + ,-1 (Sugerencia: 8.1.7 (b)).

Probar adicionalmente que v, = p, + 4, donde p, es el g-ésimo nimero de Betti de K.

Usar los ejercicios 3 y 4 para probar que la caracteristica de Euler de K (definida en el
ejercicio 10, Lista 3) estda dada por: x(K) =po—p1 +p2 — ...+ (=1)"p,.

Ejemplos de grupos de homologia

6.

10.

11.

Un complejo simplicial Kde dimensién 1 que no contiene 1-ciclos # 0, se llama un drbol
(simplicial). Muestre que K es un arbol si y solo si el nimero de vértices de K es igual
al nimero de aristas mas 1.

Sea K = K, el conjunto de todos las caras de dimensién < ¢ de un n-simplejo (K es el
g-esqueleto de tal n-simplejo), con 1 < ¢ < n — 1. Mostrar que:

(a) Parai=1,...,q — 1 se tiene H;(K) = 0.

(b) Hy(K) es abeliano libre de rango ("

q+1). (Sug.: ejercicio 10(e) Lista 3 y ejercicio 5)

Para n > 2, construir un complejo simplicial K, de dimensién 2 con nimeros de Betti
po = p2 = 1y p1 = n. Mostrar que K,, contiene al menos n-+6 aristas. ;Se puede construir
K,, con exactamente n + 6 aristas?

Obsérvese que al identificar (en el mismo sentido) todas las aristas de un k-dgono regular
(k > 3), se obtiene el espacio X}, = S1Uje? donde la 2-celda estd pegada por un mapeo de
grado k. Construir una triangulacién Ly de X y probar que Hy(Ly) = Z/k y Ho(Ly) = 0.
., Qué 1-ciclo representa un generador para este grupo?

El isomorfismo suspensién. Sea XK la suspensiéon de K (ver ejercicio 8, Lista 3). Para
toda g-cadena ¢ de K considérese la (¢ + 1)-cadena Y¢ = pxc—p'* ¢, donde p’ = —p (ver
demostraciéon del Tma. 7.2.7). Muestre que la correspondencia {z} +— {¥z} define un

isomorfismo S : H,(K) = H, 1 (XK) para ¢ > 0. Més atn, pruebe que si K es conexo,
entonces H,(XK) = 0.

Sea K el complejo simplicial dado por la uniéon de dos complejos simpliciales K y K tales
que K N Ky es un vértice (“wedge simplicial”). Probar que H,(K) = H,(K,) ® H,(K>)
para todo g > 0. ;Qué sucede en el caso ¢ = 07



12.

13.

14.

Sea GG un grupo abeliano finitamente generado y n > 1 un entero. Use los tres ejercicios
anteriores para probar que existe un complejo simplicial conexo K tal que H,(K) = Gy
H,(K) = 0 para q # 0,n (Sugerencia: Teorema 8.13).

Probar que para toda sucesién finita Gy, ..., G, de grupos abelianos finitamente genera-
dos, existe un complejo simplicial K tal que Hy(K) = Zy H,(K) = Gy, parag=1,...,n
y H,(K) = 0 para ¢ > n.

;Cuéles son los grupos de homologia de los siguientes espacios: SV ...V S2 S?U D!,
S2UD? S*U{reD?|xzimas =0} y S*vSt?

Mapeos simpliciales y homomorfismos inducidos

15.

16.

17.

Probar las siguientes afirmaciones:

(a) Si¢: K — K es la identidad, entonces ¢, : Cy(K) — Cy(K) y . : Hy(K) — H,(K)
son las identidades de los grupos respectivos.

(b) Sio: K — Ly : L — M son mapeos simpliciales entre complejos simpliciales
entonces  ()e = Yaipe : Cy(K) = Co(M) 'y ($p)s = Yuips « Hy(K) = Ho(M).

(c) Si¢: K — L es un isomorfismo (de complejos simpliciales), entonces ¢, : Cy(K) —
Cy(L) v @i Hy(K) — Hy(L) son isomorfismos de grupos.

(d) Si ¢ : K — L es un mapeo simplicial arbitrario con K y L conexos, entonces
@+ Hy(K) — Hy(L) es un isomorfismo.

() Si ¢: K — L esun mapeo simplicial constante, entonces ¢, = 0: H,(K) — H,(L)
es el homomorfismo trivial para todo ¢ # 0.

(f) Sea K = K(0o2) el complejo simplicial que corresponde a la frontera (geométrica) de
un 2-simplejo como y K™ la n-ésima subdivisién baricéntrica de K, con n > 1 un natural
fijo. Entonces Hy(K™) y H,(K) son grupos ciclicos infinitos con generadores dados por
los ciclos a y b de la figura siguiente

@

e

¥ d

Probar que si ¢ : K™ — K un mapeo simplicial, entonces o, (a) = mb para un entero m
con —2" < m < 2". Explique como obtener estos valores con una eleccion adecuada de ¢.

Sea ¢ : K — L un mapeo simplicial. Probar que: ¢ induce un mapeo simplicial entre las
suspensiones ¢ : XK — YL (Lista 3, ejercicio 8) tal que (X¢),0S = Sop,, donde S
es el isomorfismo suspension del ejercicio 10.

Probar que dados dos enteros m,n con n > 1, existen complejos simpliciales K y L y un
mapeo simplicial ¢ : K — L tales que:

(a) |[K| ~ |L| =~ S"y Hy(K) = Hy(L) = Z.

(b) s : Hy(K) — H,(L) es multiplicacién por m.

(Sugerencia: Usar el ejercicio anterior y el ejercicio 15 (f))
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Grupos de homologia relativos

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Sean K C L C M complejos simpliciales y ¢ € Cy(M) una cadena que es un ciclo relativo
modulo Ky que es una frontera relativa médulo L. Probar que ¢ es homologo en M
modulo L, a un ciclo relativo en L médulo K.

Sugerencia: Para evitar problemas con el lenguaje, trabajar sobre el sig. diagrama con-
mutativo, donde las flechas horizontales son las inclusiones y las proyecciones canénicas.

Cq+1(L)/Cq+1(K) - q+1(M)/Cq+1(K) - q+1(M)/Cq+1(L)

Latﬁl laq+1 L&Hl

Co(L)/Cy(K) Cy(M)/Cy(K) Cq(M)/Cy(L)

| - g

Cy1(L)/Coa (K) — Cya (M) Cpr (K) —— Cyr (M) /Cyr (L)

Probar que Hy (K, Ky) es un grupo abeliano libre y que su rango es el nimero de compo-
nentes conexas de K que no intersectan a K.

Analizar la sucesién exacta en homologia de (K, Ky) en los casos: Ky = &, Ky = K y
Ky = un vértice de K.

Sea C'K el cono sobre K (Lista 3, ejercicio 8). Mostrar que en la sucesién exacta en
homologia de (CK, K), el homomorfismo de conexién 0, : H(CK,K) — H,_1(K) es
un isomorfismo para ¢ > 1. ;Qué sucede en el caso g = 17

Supongamos que el complejo simplicial K = K7 U K5 es unién de dos subcomplejos K7 y
K5. La correspondiente sucesion de Mayer-Vietoris estda dada por

B H(K N ) 5 Hy(K) @ Hy(Ks) = Hy(K) 25 Hy (KN Ky) 5

donde los homomorfismos se definen como sigue:
pefztkink, = ({2t —{2}ie)
v: {1tk {2tk,) — {z21+ 22}k
A:A{z}k — {0v1}KkinK,, donde z =z 429 conx; € CyK;)
(Notemos que z = x1 + x5 implica 0 = Jx1 + 0z3).
Probar que p, v y A estédn bien definidos y que la sucesién anterior es exacta (como se

hace explicitamente en el Teorema 7.4.5).

Analizar la sucesién de Mayer-Vietoris en los casos K1 N Ky = @y K1 N Ky = un vértice
de K.

Exprese a la suspension YK como la unién de dos conos y analice la correspondiente
sucesién de Mayer-Vietoris. Muestre que A : Hy1(XX) — Hy(X) es un isomorfismo
para ¢ > 0 y que A es el inverso del isomorfismo suspensién del ejercicio 10.



