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Producto Tensorial

Definicién: V esp. vect. c/base (e1,...,e,) y W esp. vect. c/base
(frs--s fn)-
i=1,....m
V®W:£(ei®fj i=1...n )

= espacio vectorial de dim mn
En particular, VK=V,
Funcién bilineal: ¢ : VxW =V W dada por ¢(e;, f;) =e; ® f;
e Si v= ilaiei y w= anlbjfj entonces:
= i=

ov,w)=vRw = ii‘laibj (e; ® f;)

e () @w=1v® (aw) = alv®w) VaekK
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Propiedad universal: Para toda funcién bilineal ¢:V x W — Z existe

una Unica transf. lineal ¢: VW — Z tal que:

VWL sz
7
@i . $=dop

- /3! é
VoW ~
@ dlei @ fj) = ¢(ei, f5)

Nota: Evitar escribir ¢(v®@w) := ¢(v,w). Ejem: e1®ez+es®es #vQuw

Producto tensorial gpos. abelianos libres

Definicién: Si  Fy = €, Z con base {e;}
Fy=@,;Z conbase {f;}

F) ® Fy := grupo abeliano libre con base {e; ® f;}

En particular: Z®Z =7 vy FNQRL=F
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Producto tensorial de complejos de cadenas

Definicién: Sean X,Y espacios top. y (S*(X), 8f> (S*(Y), 8:)

los complejos de cadenas singulares.

[S.(X) @ 8.(V)], = D Sp(X) ®8,(Y)

pt+g=n

= @D 5,(X)® Sy (Y)

Operador frontera:  Op(z @ y) = 8;(:0 Ry + (-1)Pz® 8;y

So(X)®52(Y) @ Si(X)®@S1(Y) & S2(X)®Su(Y)
So(X)®S1(Y) & S1(X)® So(Y)

So(X) ® So(Y)
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Morfismo de Alexander-Whitney:

Ap i Sp(X xY) — [Su(X) ® S (Y)]

n

An(o,7) = Z (00Xp) ® (T 0 pn—p)

p=0

Vo:A"—= X, 7:A" =Y n-simplejos singulares.

e A, es funtorial con respecto a (X,Y).

e A, es un morfismo de complejos: 0,0 A, = A,,—100,.

Teorema (Eilenberg-Zilber): A, : S.(X xY) = S,(X) ® S«(Y) es una
equivalencia homotépica de complejos de cadenas.

Por lo tanto:
Ay Hy(X X Y) =5 Hy(8.(X) ® S.(Y))

es un isomorfismo Vn.



F. de Kiinneth

Teorema (Kiinneth): Si C, y C. son complejos de cadenas libres, no
negativos, entonces Vn existe una S.E.C.

0= P Hi(C.)®H;(CL) == Hn(C.®CL) — @ Tor(Hy(C.), He(CL)) — 0
it+j=n pt+g=n—1

donde «a: [z]®[#}] — [z:®2]], la cual se escinde, i.e.

Hu(C.®CL) = P Hi(C.)® H;(CL) & €D Tor(Hp(Cw), Hy(CL))

itj=n p+g=n—1

Teorema (Férmulas de Kiinneth): Si X,Y son espacios topolégicos

Ho(XxY) = @ H(X)@H(Y) & @ Tor(Hy(X), Hy(Y))

i+j=n p+q=n—1



Producto Tensorial F. de Kiinneth El funtor Tor Productos cup, cruz y slant

Producto tensorial de gpos. abelianos

Definicién: Si A, B son gpos abelianos, el producto tensorial A ® B es
el gpo. abeliano con la sig. presentacion:

e Generadores: A X B, i.e. un generador por c/pareja (a,b)
e Relaciones: (a+a',b) = (a,b)+ (a’,b)
(aa b+ b/) = (aa b) + (a7 b/)

Esto es, si F = gpo. abeliano libre generado por A x B

R = subgpo. generado por las relaciones

entonces A ® B := F/R. Clases de equivalencia: a ® b := [(a, b)]
Notemos que:

e (a+d)@b=a®b+ad ®Db

e aR(b+b)=a®b+al

e Todo elto. de A ® B es de la forma Zmi(ai ® b;) con m; € Z.
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Propiedades basicas de ®

a®0=0=0®D

a®0=a®(0+0)=a®0+a®0

Sim € Z, entonces m(a®0b) = (ma) ®b=a® (mb)

Si A es de torsién, entonces A® Q = 0.
Sia € A, entonces ma =0 para algiin m € N.

SigeQ, a®q¢=a®m(¢/m)=ma® (¢g/m)=0.

A'y B finitos con ordenes primos relativos, entonces A® B =0

a®b=(pm+qn)(a®b) =p(ma®@b)+qla@nb) =0



Producto Tensorial F. de Kiinneth El funtor Tor Productos cup, cruz y slant

Definicion: Sean A, By C grupos abelianos. Una funcién bilineal
¢: Ax B— C esuna funcién tal que

é(a+a',b) = ¢(a,b) + ¢(a’,b)
¢(a,b+b") = ¢(a,b) + ¢(a, V)

Va,a € A y bl €B.

Ejemplo: La funcion ¢: Ax B — A® B, (a,b) = a®b es bilineal.

Propiedad universal: Para toda funcién bilineal ¢: A x B — C existe

un dnico homomorfismo ¢: A® B — C tal que:

6
AxB——C ~
7 p=¢op
|
L7 3é }
A®B ¢(a @ b) = ¢(a,b)

YVac A, beB

Nota: Evitar escribir ¢(a ® b) := ¢(a,b).
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Mas propiedades de ®

1. —® B es exacto por la derecha: Si A" - A—+ A" —0 es
exacta, al aplicar — ® B se obtiene una sucesién exacta

AQB—-A®B—-A"®B—=0

Similarmente: A ® — es exacto por la derecha.
2. AR BXB®A
3. Z20G=G
4. Z/m® G = G/mG

5. Z/mQ@Z/n=7Z/d con d=m.cd.(m,n)

()}

. <@A,-)®B%€B(Ai®3) Ae (DB;) = DA B))

i J J



Producto Tensorial F. de Kiinneth El funtor Tor Productos cup, cruz y slant

El funtor Tor

Si A gpo. abeliano, ponemos A =F/R con F abeliano libre
y se tiene una S.E.C.

0—sR-SF2iA_—50

RoB- 82 pop P25, Ao B0

Definicién: Tor(A,B) =ker(i ® 15)

e Bases para F'y R: presentacion de A por generadores y rels.

e Tor(A, B) no depende de la presentacién de A = F/R.

e Tor(A, B) mide la falla en la exactitud de — ® B.
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Propiedades de Tor
1.Si 0-A —-A— A" =0 esunaS.E.C, se tiene una suc. exacta
0 — Tor(A’, B) — Tor(A, B) — Tor(A"”,B) - A/®B — A®B — A"®B — 0
2. Si A es libre de torsién, entonces Tor(A,B) =0 para todo B.
3. Tor(PA:, B) = @ Tor(A;, B) Tor(A, @B;) = PTor(A, Bj)
i i J J

4. Tor(Z/m,B) = Blm]|={x € B|m-z =0}

5. Tor(A,B) = Tor(B, A)



El funtor Tor

Férmulas de Kiinneth: Si XY son espacios topoldgicos, entonces V n:

Ho(XxY) = @ H(X)QH;(Y) & @ Tor(Hy(X), Hy(Y))

itj=n pt+a=n—1

Corolario: Si Hy(X)y Hq(Y') son libres de torsién en dims < n

Ho(X xY) = @ Hi(X)® H(Y)

i+j=n

Corolario: Si las caracteristicas de Euler x(X) y x(Y) estdn de-
finidas, entonces x(X X Y) también estd definida y

X(X xY) =x(X)-x(Y)



X [ Hy | H, | H, | Hs
RP? [ Z [z/2] 0 | 0O
s lz] ool z
X | Hy | H, | Hy | Hs
RPP [ Z |z/2] 0 | Z
sz | o |z]o

El funtor Tor

Ejemplos:

H,(RP? x §3) =

H,(RP? x §2) =

Por lo tanto RP?x $3 y RP®x S$? noson ~

/ n=20
Z/2 n=1

0 n=2

/ n=3
Z)2 n=4

0 n>>5

Z n=>0
Z)2 n=
/ n=2
ZOZ/2 n=3
0 n=4
Z n=>5
0 n>6

equivalentes.
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Homologia con coeficientes

X espacio topoldgico

' 0q+1®1c 9g®1a N

5,(X)® G C A8l G(X)® G — 0

Definicién: Homologia de X con coeficientes en G

H,(X;G) := Hq( 5.(X) ® G) )

Teorema (Coefs. universales para H,) Vn la sig. S.E.C. se escinde

0= Ho(X)®G — Hpo(X;G) — Tor(Hp-1(X),G) = 0
Por tanto:
H,(X;G) 2 Ho(X)®G @ Tor(Hn-1(X),G)
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Producto cup y producto cruz

Observacién: El producto cup cUd de ce SP(X) y de SYX)
es la cocadena dada por la composicidn

S.(X) 2B 6 (X x X) A 5.(X) @ S.(X) Lh 20z Mz

con A:X — X xX ladiagonaly m el producto en Z.

En efecto, para o un n-simplejo en X: S.(A)(0) = (0,0) vy

m-(c®d) Ap(o,0) =m-(c®d) ( Z (oo)\i)®(oopj)>
itj=n

= (00 Ap, ) {00 pg, d)

Definicién: Si X, Y espacios y ce SP(X), de SUY), el
producto cruz ¢ x d € SPT1(X xY) esla cocadena dada por:

S(XxY) 25 5,(X)08,.(V) 2L 207 2 7
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Lema: d(exd) =dexd+ (=1)Pcxdd
Producto cruz en cohomologia:
HP(X) x HY(Y) =5 HP*(X x Y)
([e], [d]) = exd]
Relacién con el producto cup:

Si ¢,d e H*(X) entonces cUd = A*(cxd)

AX 5 X xX H(X) 72 g (x % X)

cUd <+— e¢xd

Nota: Similarmente, existe un producto cruz en homologia

Hy(X) x Hy(Y) == Hpyo(X X Y)
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Producto Slant
Existe otra operacién en X x Y, la divisiéon por clases de homologia
HPTP(X xY) x Hy(X) — HIY)

(v,) +— 7/a
tal que:

° (B, v/a) =({axp,7)
e Caso especial: p=¢g¢=0, v=1

1/a=(a,1)-1€ HY(Y) Vac Hy(X)

A nivel de cadenas y cocadenas:

Si ce[S.(X)®S.(Y)]] y w€ Sy(X) definimos

p+q’
(z, c/w) := (w X z, ¢)

y pasamos a homologia y cohomologia.
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Relacién entre todos los productos:
{€xmua}/a = 290 {y/(@ne}

V yeHP(X xY), ¢€HIYX), neH(Y) acH|(X)

® (Caso especial g =35, 7v=1

€ xn)/a=(a,§)-n

e Funtorialidad: Si f: X=Xy g:Y Y’
(fx9)' () /e = g"(+' ] fola))

V a€H.(X), v e€eH (X xY')

Xxy X9, x'xy! x L x y Ly’

H*(XxY) <297 e (x/xy") Ho(X) 51X H*(Y) <2 H*(Y")
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